2. Opisy przestrzenne i przeksztatcenia uktadoéw wggrzednych

Wyznaczajc trajektore ruchu kaicowki technologicznej manipulatora jestey
zainteresowani usytuowaniem obiektéow w jego (tréjwarowej) przestrzeni roboczej.
Obiektami tymi g cziony manipulatora, nagdzia ktdérymi robot operuje, przedmioty
znajdupce s¢ w jego otoczeniu. Obiekty te opisane grzez dwa atrybutypozycje i
orientacje. W celu matematycznego opisu tych atrybutow dzdkgo z obiektow (rys. 1)
przypisujemy uktad wspotezinych. Uklady wspotr@nych przypisane do obiektowa s
najczsciej prawoskegtnymi kartezjaskimi uktadami wspotradnych prostoktnych.
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Rys 1. Przypisanie uktadow wspdadnych do obiektow

Przyjmijmy, ze gdzié w przestrzeni umieszczony jest nieruchogigbalny uktad
wspotrzednych. Globalny uktad wspotednych jest najogciej zwiazany z podstaw
manipulatora. Pozycje i orientacje obiektow zm@ opisd wzglkkdem globalnego
(podstawowego) uktadu wspoédnych lub wzgidem innych kartezjesskich uktadow
wspoétrzdnych.

2.1. Opis pozyciji

Polazenie dowolnego punktu w przestrzeni ana okrdli¢c za pomog
wektora pozycji (3x1). Ze wzgidu na to,ze obok globalnego uktadu wspdidnych
bedziemy czsto wprowadzadodatkowe inne uktady wspobanych, wektory pozycji mugaz

zawier& informacg identyfikujaca ukiad wspotrzdnych, w ktérych zostaly okéne.



Potazenie dowolnie wybranego punktu A opisanego w ukiadi@} jest okreslone za pomag

wektora pozycji’r, (rys. 2).
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Rys. 2. Wektor pozycji w uktadzie wspé&dnych {0}

2.2. Przesunrria uktadow wspohadnych
Opis dowolnie wybranego punktu A w dwoch uktadadp@rzdnych kartezjaskich
{0} i {1}, ktorych osie ;3 wzajemnie réwnolegte, przedstawiono na rys. 3.

Ox

Rys. 3. Przesuacie rownolegte uktadow

Uktad {1} otrzymano przez przeswuaie uktadu {0} o wektoropoll. Polazenie punktuA w

uktadzie {0} jest opisane za pompwektora®’r,, a w uktadzie {1} za pomecwektora'r,.

Wektory te padczone g§ nastpujaca zaleznoscia
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Dalej rownd¢ ta kedzie zapisywana w zwartej postdcj, ="py,+,.

2.3. Opis orientacji (obroty uktadéw wspatdnych)
W celu opisu orientacji ciata wiemy z nim uktad wspotkzinych, a nagpnie

opisujemy orientacje tego uktadu wspéttmych wzgédem uktadu odniesienia.

{0}

Rys. 4. Usytuowanie obiektu co do pozyciji i oriajita

Uktad wspotrzdnych {1}, zwiazany z ciatlem (rys. 4) jest przesgtyi i obrécony
wzgledem uktadu {0}. W celu znalezienia orientacji uktiafd} wzgledem uktadu {0} naley

pocztki uktadow umidci¢ w tym samym punkcie.

2.3.1. Obroty podstawowe

Jezeli uktad wspotrednych {1} otrzymano przez obroét uktadu podstawowdQp
wokot jednej z jego osi, to taki obrot nazywanyt jpedstawowym a odpowiadagce mu
przeksztatceniebrotem podstawowym

W przestrzenR® wyskpuja trzy mazliwosci takich obrotéw. Pierwszy z nich, obrét
wokét osi X, przedstawiono na rys. 5. Pudkmaze by opisany za pomacwektora’ra lub
'r» odpowiednio w uktadzie {0} lub {1}. Zalenosci pomiedzy tymi wektorami  zapisane

nastpujacym zwiazkiem macierzowym:
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Rys. 5. Obrét uktadu {0} wokét 08X o kat &

%l [1 O 0 |'ra

°ra|=|0 cosf -sing|*
0

Mo
H 1
| |0 sin@ cosd | T,

lub w zwartej postacir, = R(X,8)'r,, gdzie

1 0 0
R(X,0) =0 cosf -sind
0 sin@d cos#

jest podstawowmacierz obrotu wokét osi X.

Pozostate dwie podstawowe macierze obrotu odpowdetiokot osi Y i Z mag posta

cosd 0 sind cosd -sin@d O
RY,0)=| O 1 0 |, R(Z,8)=|sin@ cosd O0].
-sin@ 0 cosf 0 0 1

Z kazdym podstawowym obrotem uktadu {0} riv@a zwhzat transformagj obrotu

0 -0 1
ra="RT,.

Macierz obrotu jest maciegortogonaln, a zatem

0 R1 =1R0—1 =1R0T .



2.3.2. Obroty zt@one

Obrot ztoony powstaje w wyniku wykonania sekwencji obrotéwdgtawowych.
Macierz obrotu ztbonego jest iloczynem kolejno mimnych przez siebie podstawowych
macierzy obrotu.
Przyktad:
Uktad {1} powstat z uktadu {0} przez pewien obrébgstawowy, a nagbnie uktad {2} przez
pewien obrot podstawowy uktadu {1}. Niech wektorpisuj potazenie punktuA w tych
trzech uktadach. Woéwczas zachadazastpujace zwiazki °r,=°R'r,, 'r,='R,’r,. Zatem
obroét ztazony jest opisany relag

or, =R 'R, ’r,="R,’r,.

Poniewa mnazenie macierzy nigest przemienneAB+#BA), przy skiadaniu obrotéw naig
zwrécik uwag; na kolejng¢ ich wykonywania. Macierz obrotu ztozonego, ledaca
iloczynem macierzy podstawowych, jest maciegzortogonalna.

Dowolne obroty ztaone, uktadu wspéhainych w przestrzeriR®, wzgkdem innego
uktadu wspétrzdnych mana opisé wedtug dwoch konwencji:

- obroty wykonywane wokot osi uktadéw bigych (rys. 6)

- obroty wykonywane wokot osi ukladu state@gs. 7)

a)

Rys. 7. Kolejne obroty wokot statych osi



Dowolny obrét uktadu wspotezinych jest ztgeniem trzech kolejnych obrotow wokoét
osi biezacych. Przy ich okrdeniu nalgy pod& trzy kolejne nazwy osi
i katy obrotu wokdt nich. Kty te nazwano _&ami Euleraa odpowiadajce im obroty

obrotami EuleraMozliwych jest 12 obrotow Eulera:

1) X-Y-Z 5) Z-X-Y 9) Y-X-Y
2) X-Z-Y 6) Z-Y-X 10) Y-Z-Y
3) Y-X-Z 7) X-Y-X 11) Z-X-Z
4) Y-Z-X 8) X-Z-X 12) Z-Y-Z

Wszystkie uktady obrotowasréwnowane, jednak najbardziej naturalnym jest uktad o
kolejnasci X-Y-Z (rys. 6). Odpowiadaca mu macierz obrotu ma posta
csey -COsy sB

Ryv-z (@.8,) =R(X,a)R(Y, B)R(Z,y) =| sasfcy+casy -sasfsy+cacy -sacf|.
-caspecy+sasy casfsy+sacy cacl

2.3.3. Obrét wokot dowolnej osi

Rozwamy obrét wokot dowolnie  wybranego wektora jednostkgo

u:[u

X

u, uz]T o zadany &t &(rys. 8).
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Rys. 8. Obrét wokét dowolnej osi

Obraot taki mana otrzyma przez ztaenie peciu kolejnych podstawowych obrotow:
1) obroét o ket a wokét osi Z,
2) obrét o lgt 3 wokot biezacej osi Y (po tych obrotachs@ pokrywa s¢ z kierunkiem
wektora u),

3) obrét o lgt 6 wokot biezacej osi Z,



4) obrét o kit -3 wokét osi Y,

5) obrét o lgt -a wokot biezacej osi Z
Rozpatrywany obrot zikmny ma post@ R(u,8) = R(Z,a)R(Y,B)R(Z,O)R(Y,-L)R(Z,-a).
Podstawiajc do poprzedniego wzoru macierze obrotéw podstawbwyraz korzystap z

relacji pomedzy skladowymi wektora a funkcjami trygonometrycznymatow a'i S

u, , u, : 2.2
Cosq = ——=, Sina=——, cosf =u,, S|n,8:1/ux+uy
1/ux+uy 1/ux+uy
po obliczeniach otrzymujecsi

uu,@d-cod)+céd uu (d-co-usf uu,(1-co)+used
R(u,0)=|uu,@-co)+usé uu (l-cd)+cd uu,1-cd-usb|=
uu,@d-cd)-usé uu l-cod)+usfd uu,@-cb)+ch

cos¥  -u,sin@ u singd
=uu"(1-cosf)+| u,sind  cos® -u.singd| (1)
—u,sing u,sing cosd

Macierz obrotu ztbonego wokdt dowolnego wektora jednostkowegoab & jest macierz
ortogonall oraz prawdziweagnastpujace zalenaosci:
R(u,-8) =R™*(u,8) =R" (u,6)
R(-u,-6) = R(u,6)

2.3.4. Reprezentacjd &at

Dla dowolnej macierzy o postaci

spetniajicej warunki: RR" =1,, i det(R)=1 maina znalé¢ wektor u i kat 6, jesli
zauway si¢ ze $lad macierzyR(u, ) po skorzystaniu ze zwiku u? +u? +u? =||u||2 =1 ma
post& Tr(R(u,d)) =1+2cosb. Stad kat &dla dowolnej macierzy obrof® mozna wyznacz§
z zalenosci:

6= arccos-rr(%)_1 = arccosrll

Tyt -1

Poréwnujc wyrazy macierzyr(u,6) potazone symetrycznie wzgllem gtéwnej przeknej



l — T =2U,SiNG, 1;-1; =2U,8iN6, 1, -1, =2u,sinf
mozna otrzyma wektoru z rownania
I3 = a3

U=s————r,.-r, |.
2sing| © %!
PV T

2.3.5. Obroty zteone wykonywane wokot osi uktadu statego

Podobnie jak w przypadkuatow Eulera, maliwych jest 12 ztgen obrotéw wokot
tych osi uktadu statego. Podstawowymzainiem obrotow (wokot statych osiy srzy kolejne
obroty wykonane wokét 08K, °Y, °Z, odpowiednio o &ty a, B, y (rys. 7). Konwencja zapisu
obrotu w tej postaci ufgamiana jest z &tia manipulatora, gdzie aby odpowiednio
zorientowa narzdzie wykonywanegobroty wokot jej osi. lity te zwyczajowo nazywagi
- yaw (odchylenie) — wokot statej osi X,
- pitch (pochylenie) — wokot statej osi Y,
- roll (obrét) — wokot statej osi Z.
Wypadkowa macierz obrotu wokot wersorow uktadu paswego {0} w kolejndci jak na

rys. 7, odpowiedniodty a, S, y ma posté&
Rz (@.8,¥) = R(ig, @)R(is, AYR(Ky, ¥)

Wersory jednostkowéi,, %,, %, sa trzema kolejnymi kolumnami macierzy jednostkowej:

1 0 0
0'0: 0], Ojo_ 1}, Oko:
0 0 1

Uktad wspotrednych {1} powstat w wyniku obrotu uktadu {0} wokdbsi °X czyli wokot
wersora °%i,. Zaleznos¢é pomidzy opisem dowolnie wybranego wektora w obu tych
uktadach wspohnych wyraa rownanie
’r,="R'r, =R(%,,a)'r, = R(X,a)'r,
Opis wersoréw uktadu {0} wyreonych w uktadzie {1} mana znale¢ przeprowadzap
nastpujace dziatania
%, =R(X,a)%,, %, = R(X,a)%,, %, = R(X,a)k,
% i %= ROy i ko)

|_lio "o 1k0]= R™(X,a)=R'(X,a)



Drugi obrét wykonywany jest wokdt wektoryj, :[O cosa —sina]T 0 kat S. Macierz

obrotu znajdujemy ze wzoru (1)

0 ¢S sasf casf
Ry B) =| ca [0 ca -sa]l-cB)+|-sasB c¢B8 O
-sa -casf 0 cf

Wykonuiac iloczyn R(X,a)R(Y,, B) otrzymuije si:

¢S sasfB casp
Ry (@ 8) =R(X,0)R(j,,8)=| 0 ca -sa

-sf sacf cacf
Jak mana zauway¢, otrzymana macierz obrotu ztinego réwna jest iloczynowi dwoch
obrotéw podstawowych, to jesR(Y,B)R(X,a). Ztozona macierz obrotow wykonanych
wokét statych osi, najpierw ogk @ wokét osi®X, nastpnie o kit S8 wokét osi®Y, jest réwna
iloczynowi macierzy obrotow podstawowych wykonanycldwrotnej kolejnéci

Ry (@.8) = R(Y, AR(X,a)

Zasada ta jest stuszna dla dowolnych obrotow wetadych osi. Dla rozwanego przypadku

otrzymuje s¢
Ruwz(@,B,y) = R(Z, Y)R(Y, B)R(X,q)

2.4.Przeksztatcenia jednorodne

Najbardziej ogolny przypadek przemieszczemidadu wspotrzdnych mae by

wyrazony przez kombinagjczystego przesuggia i czystego obrotuco okrgla ruch sztywny
(rys. 9). W wyniku przesuetiu uktadu {0} o wektor®p,, powstaje uktad '§. Uktad {1}

otrzymano przez obrét uktadi}{zgodnie z macierzobrotu°R, .
Zwiazek pome¢dzy dowolnie wybranym punktedw uktadach {0} i {1} ma posta
"ra="Pou R
Przeksztatcenie to definiuje ruch sztywny
Zapis definiujcy ruch sztywny jest bardziej Ziony, niz zapis samych przesudilub samych
obrotow. Aby go upréci¢ zapisuje i go w postaci zwartej jako

0 0 0 1
rA — Rl pOl rA H rein; 08 0 1~
= : lub jeszcze prwiej “r,="H,r,,
{ 1} { 0 1 }{ 1} J p ] Ta 1A

gdzie:0= [O 0 0].



Rys. 9. Przesuacie rownolegte i obrot uktadu wspoddnych

Macierz °H, nazwana jest macieyiednorodm przeksztatcenia

Wektor °f, nazwany jest reprezentaggdnorodm wektora®’r, .

Macierz odwrotna do macierzy przeksztatcenia jeddoego (przeksztalcenie odwrotne)

przybiera posia

hao| R -Rp)
0 1
Szczego6lnym przypadkiem macierzy jednorodnych szizlceé H jest:

jednorodna macierz obrotu

Rot(u, 6) = {R(:’ 9) ﬂ

oraz jednorodna macierz przesiaia

Trans(p) = Ll) ﬂ .
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