4. Kinematyka odwrotna

Zadanie kinematyki odwrotnej jest przeciwiastwem zadania kinematyki prostej;
mozna opisa je nastpujaco: majc dary pozycg i orientacg kaicowki technologicznej,
wyznacz zmienneqgzizowe, ktdre zapewnigjosiggniecie docelowej pozycji i orientacjW
0golnym przypadku jest to zadanie trudniejsze,zadanie kinematyki prostej, poniexwvaa
0got nie istnieje jednoznaczne rozwanie nieliniowych réwnakinematyki.

Problem kinematyki odwrotnej mina przedstawi nastpujaco: dangest jednorodna

macierz przeksztalcenia 4x4
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nalezy znale¢ jedno lub wszystkie rozwzania rownania
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Réwnanie (1) daje 12 rowha n niewiadomymi, ktére mna zapisé jako
Hij (quqzl-"lqn):hj; I =:L213| J = 121314

gdzie: H;, h, oznaczaj 12 nietrywialnych elementow macierzy, odpowiedfild, i H .

Poniewa ostatni wiersz obu macierzy jest roéwny (0,0,0,Mgc sparod 16 rowna
reprezentowanych przez zabes¢ (1) cztery g trywialne.



Zadanie odwrotne kinematyki mma probowa rozwiazat na wiele sposobdéw np.

wykorzystupc podejcie geometrycznieanalitycznielub numerycznie

4.1. Pode§cie geometryczne

Dla manipulatora ptaskiego z tokciem (rys. 1) zadadwrotne kinematyki polega na
znalezieniu zmiennych gtzowych &, i & dla znanych diug@i cztonbw manipulatora

odpowiednioa; i a; oraz danego pokenia chwytakax; ).
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Rys. 1. Wyznaczenieakdbw w zlhhczach dwucztonowego manipulatora ptaskiego z tokcie

Poniewa rownania kinematyki prostejasnajczsciej nieliniowe, przez co znalezienie
rozwigzania kinematyki odwrotnej mie nie by fatwe i w ogodlnéci nie kgdzie to
rozwiagzanie jednoznaczne. Na przyktad dla rozaveego przypadku nie ma rozwania gdy
dane wspétredne (X,y) 8 poza zasigiem manipulatora. Istnieje jedno roawanie, gdy
ramiona § catkowicie wyprostowane. Gdy wspdaidne (x,y) mieszcz Ssie W zaseégu
manipulatora, mag istnie¢c dwa rozwazania (rys. 2), czyli konfiguracje ,fokéeu gory” i

Jokie¢ u dotu”.
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Rys. 2. Rozwjzanie niejednoznaczne kinematyki odwrotnej



Stosujc prawo cosinuséw, nioa wyznacz§ kat 6

2 2 _A2_,2
cos@,) = XY a8 =D (2)
23,3,
6, =arccod

Jednake lepszym sposobem znalezienigaké jest zauwaenie, ze jesli cos & jest dany

wzorem (2), to siré jest dany odpowiednio wzorem

sing, =+yJ1-D?

stad
++/1-D?
g, =arcta 05 3)

Zalety tego podeicia jest rozranienie obu konfiguracji toki€ u gory” i ,fokie¢ u dotu”

przez wybor odpowiedniego znaku w rownaniu (2t & wyrazony jest wzorem:

6, = arctar(zj - arcta{ﬂj (4)
X a, +a, cosb,

Zauwamy, ze kat 6, zalezy od kata 6. Ma to znaczenie fizyczne, gdpczekujemy rénych

wartasci kata 6, w zaleznosci od tego, ktore rozweanie wybierzemy dlagta 6..

4.2. Odsprzzenie kinematyczne

Zadanie odwrotne kinematyki jest raczej problemamdriym, jednak okazujecsize
dla manipulatoréw o szeiu stopniach swobody, ktérych ostatnie trzy osie @rmga Sic W
jednym punkcie, jest mitiwe odsprzezenie powodupce podziat kinematyki odwrotnej na
dwa prostsze zadania, nazwakaematylk odwrotny pozycji i kinematyly odwrotny

orientacji. Pierwsze polega na znalezieniu punktu prxggiosi kéci (zwanegosrodkiem



kisci) drugie na znalezieniu orientacjiski. Przedstawmy zataos¢ (1) dla manipulatora o

széciu stopniach swobody w naptijacej postaci

°Rs(Ch,---»Gs) =R
Opo,ﬁ(q1’-~- 0s) = P

gdzie:p i R opisup odpowiednio_dam pozycg i orientacg uktadu nargdzia (uktadu {6},
patrz rys. 3).

srodek kici - punktO

Rys. 3. Odsprzenie kinematyczne

Dla rozwaanej kici osie*Z, °Z, °Z przecinag sic w punkcieO, sad pocatki uktadéw {4} i
{5} umieszczonych zgodnie z konwendp-H beda zawsze wsrodku kisci - punktO. Czsto
pocatek {3} bedzie rownie w O, ale nie jest to konieczne do dalszych razafia

Waznym punktem przedstawionego zadoia dla kinematyki odwrotnej jest tdge ruch
ostatnich trzech osi_nie zmienia pgdmia punktu O. Zatem potaenie srodka kici jest

funkcja tylko pierwszych trzech zmiennychagkowycha., o, 0s. °po 0znacza wektor od
pocztku uktadu bazowego dérodka kici. Uktad wspoétrzdnych kacowki roboczej ({6}),
wzglgdem uktadu bazowego, opisany jest przez wektororientacg R = (rj). Poniewa

pocatek uktadu {6} jest przesugiy o odlegid¢ & wzdhwz osi °Z od punktuO mazna

napisa



’py = p- &Rk (5)

Jeveli wspotrzdne wektorgp oznaczymy przepy, py, p; a wspotredne wektorarodka Kici

przezpox, Poy, Poz to rownanie (5) przyjmuje posta

Pox Py —&dhi3
Poy | =| Py ~€¢l2s (6)
Po, P, = E&¢l33

Znajac potazeniesrodka kici (6) mazna wyznaczy wartasci pierwszych trzech zmiennych
ztaczowych i1, O, Qs Stosujc podejcie geometryczne. Na podstawie wyznaczonych

pierwszych trzech zmiennychazkzowych nalgy obliczy¢ macierz obrotu’R, ktéra zaley

tylko od tych wielkdci. Nastpnie z wyraenia
R="R,’R; (")

mozna okrgli¢ orientacg koncowki roboczej (ostatnie trzy zmiennea@owe) wzgédem
uktadu {3} jako

R, =(°R,)'"R="R,]'R 8)

To, ze konstrukcje manipulatorow rozwiy si¢ do takiego, a nie innego stanu
obecnego, spowodowane bytocg@owo trudndciami z odwrotnym zadaniem kinematyki.
Ogolnie mana powiedzié, ze stopié skomplikowania zadania kinematyki odwrotnej
wzrasta ze wzrostem liczby niezerowych parametrémerkatycznych. Dla wkszdci

manipulatoréw wiele parametrow spod a,, & jest rownych zeru, wartoi parametrowa,

wynosz 0 lub £ 77/2 itd.

4.3. Kinematyka odwrotna kisci — podegcie analityczne
Zattzmy, ze dana jest macierad = (Uj)sxs Qdzie Uu' = 1, detU)=1
oraz przeksztalceni#Rs kisci (patrz rozdziat 3, str. 8 i 9). Zadaniem jesalezienie ktow 6;,

&, &, spetniagcych réwnanie macierzowe
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co,ce,co,-sg,s6, —co,ce,s6,-s6,co, cb,s6, U, U, U;,
sf,co.co,+ch,s6;, -s0,c6.56,+cl,cl; sO,56, |=|U, U, Uy 9
-s6.co, s6.s6, co, Uy U, Usg

1) Jali upzi Uz # 0 wowczas 6 # 0 i wtedy elementy; i uz; nie & jednoczénie

réwne zeru. Poniewacés = Ugz stad s, = +,/1-uZ, , zatem

6, = Atan(u33, 1- u§3)

lub
6, = Atan(u33,—1/1— u323)
Dla s& > 0 otrzymujemy:
b, = Atan(um’ uzs)
G = Atan(_ Usy, usz)
Dla s& < 0 otrzymujemy:

6, = Atan(-u,,—u,;)

s = Atan(ual’_u&)

2) Jali up3i Uz =0 (s6 =0) wowczaduzz = +1 i ug; = Uz, = 0. Dla tego przypadku

ull u12 O
U=fu, u, O
0 0 =1

Dlausgzs=1— c&=1i%%=0wic & =0. W tym przypadku (9) przyjmuje poéta



co,co,-s6,s6, -cfsf;-sg,c, 0| |c@E,+6) -s@,+6) O| |u, u, O
s@,cg,+co;sg, —-sO,s6,+clcld, 0|=s@,+6¢) c@6,+6) O|=lu, U, O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Sum 6, + 6 mazna wyznacz¥ z:

0,+6s = Atan(ull’ u21) = Atan(ull’_u12) (10)

Jeili & = 0 osie zicz 3 i 5 g wspotosiowe (rys. 4). Jest to konfiguracja osoaliw
mozna wyznaczy jedynie sum 6, + &. Dla tego przypadku istnieje niesiazenie
wiele rozwihzan. Jednym z mdiwych dziatar w takiej sytuacji jest wybranie dowolnej

wartasci kata €, i wyznaczenied; z (10).

Rys. 4. Ki¢ sferyczna
Dlausgz=—1 — c=—-1i9=0wkc &= 1t W tym przypadku (9) przyjmuje

posta:

-c,-6) -s@6,-6) O U, U, O
s@,-6) c,-6) 0 |=|uy u, O
0 0 -1 0O 0 -1

Réznice 6, - 6 mazna wyznacz§ z:
0,-6 = Atan(_ ull’_u12) = Atan(uzz’ u21)

Réwniez dla tego przypadku uzyskuje: siieskaiczenie wiele rozvazan.
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