7. Dynamika manipulatora

7.1. Formalizm Lagrange’a

Dynamike  ztozonych ukfaddéw, zawieragych podzespoly mechaniczne, ina
opis& w stosunkowo prosty sposéb za pomdormalizmu Lagrange’a, bazigego na
zaleznosciach energetycznych.

Dla manipulatora skladggego st z n ogniw pohkczonych szeregowo, zdefiniujmy

uogolniony wektor potzenia

q=[a q,...q,]

i uogolniony wektor sit dziatapych w zhczach,
r=[r,r,..1,]

przy czym sktadowar, wektora sit odpowiada sktadowej, wektora potéenia. Gdzie
nalezy zachowa takie samo ,strzatkowanie” sit i paten, tzn. dodatnia warkei 7, powinna
powigksz& q, .

Niech Eyin i Epot 0znaczaj odpowiednio: energie kinetyczn energe potencjalia
wszystkich mas ukladuFunkcja Lagrange’ajest definiowana jako #dica pomedzy

catkowita energa kinetyczr ukfadu a jego catkowdgtenerga potencjalia
L(q! q) = Ekin (q! q) - Epot(q) (1)

Zwiazki migdzy funkcp Lagrange’a a sitami dziaklggymi w zlhczach mana wyrazé jako

uktadn rowna skalarnych w postaci

EG_L —a—L:rk, 1<k<n (2
dt\ dq, ) 0q,

nazwanych réwnaniami Eulera-Lagrange’a Nalezy pamktaé, ze przy wyznaczaniu

pochodnych castkowych zmienney, 1 ¢, sa traktowanie jako wzajemnie niezahe.



Zestaw rowna Eulera-Lagrange’a wynika z zasady najmniejszegmtaizia Hamiltona.
W swojej klasycznej postaci zasada ta odnasidsi uktadu, w ktérym nie wygbuja sity
niepotencjalne, takie jak sity zewtrene czy opory ruchu. Wyprowadzenie rowraulera-
Lagrange’a, w przypadku wygtowania przeptywu energii z otoczenia do ukfadu,

przedstawiono w [1], dodatek B.

Przyktfad.

Wyznaczy rownania dynamiki dwuczionowego manipulatora pileg& przy uyciu
formalizmu Lagrange’a (rys. 1). Zadgé, ze masy obu ogniw asreprezentowane przez
punktowe masym, i mp, umieszczone na keach sztywnych i niew&ich pretéw. Zespoty
napzdowe (umieszczone w gdzach) genergj momenty nagdowe 7; i > ktore powoduj
przyrosty zmiennych zézowych q; i .. Manipulator dziata w polu grawitacyjnym o

przyspieszeniygj.

Rys. 1. Model manipulatora ptaskiego
Energe kinetyczry i potencjalla masym, mazna zapisé jako

2

1 1 .
Eginy = E rrﬁvlz = E myl; q12

E s =My, =mgl;s(q,)

gdzie:v; — prdkos¢ liniowa masymy, y» — sktadowa wektora patenia masym.



Dla masym, postpowanie jest bardziej skomplikowane, ponievedy wyznacz§ kwadrat

predkosci liniowej v»?, z ktor porusza simasa
2 _\,2 2 -2 -2
V2 _V2x +V2y - X2 + y2

najpierw naley wyznaczy skladowe potgenia x, i Yy», a nasipnie zr@&niczkowd je

wzgledem czasu, podnié do kwadratu i zsumowa
X, =he(ay) +1,6(q +0,) = %, = —1,Gs(qy) —1,(G, + 0, )s(q, +a)
Yo =1s(q) +1,8(q, +a,) = ¥, =lge(ay) +1,(6, +6,)c(q, +a,)
Stad energt kinetyczry, masy m mazna zapiséjako

1 1 . L o
Bnz =5 m,Vv; = oM. (1262 + 2,1, (2 + 6,0, )e(q,) +12(6 + 26,0, +¢2))

Energia potencjalna masy okreslona jest wzorem
Eporz = M0Y, = m,g(ls(a) +1,5(G; + )

Znajac energie potencjalne i kinetyczne obu magmaonyznacz§ funkcje Lagrange’a

L = Ekin,l + Ekin,2 - Epot,l - Epot,z =

1 . 1 . . . 1 . .. .
=§mllfoa2 +§mzlqu +mJ |, (& +6,6,)c(a,) +§mz|§(qf +20,G, +G5) +

- rnlglls(ql) - nglls(ch) - ng|28(q1 + CI2)



Nastpnie wyznacza gipochodne funkcji Lagrange’a(q;,d,,q;,d,) , patrz rownanie (2)

oL
a = —mlg|1C(C|1) - ngllc(ql) - nglzc(ql + qz)
il
oL o
a = _rnZIlIZ(ql + qlqz)s(qz) - nglzc(ql + qz)
2

L . . L .
a = mlllqu + mz|22q1 + mz|1|2(2q1 +q2)c(q2) + mzlzz(ou +q2)
il

oL . L
a_. =mjl |,¢,c(q,) + rn2|22(q1 +0,)
0.

d({ oL . N . N L
E(ajzmlllz%+mz|22q1+m2|1|2(2q1+q2)c(q2)_mz|1|2(26h+q2)q23(Q2)+mz|22(q1+q2)
il

d( oL ) y L
o (—. j =myl |,6,6(0,) — Myl 1,6, 6,5(0,) + Myl 7 (6, + i)
t\ 04,

Wyliczone powyej pochodne g podstawiane do réwhaEulera-Lagrange’a (2), w wyniku
czego otrzymuje sirdéwnania dynamiki rozw@anego manipulatora. Réwnania te ma

zapisa@ w postaci nagpujacego réwnania macierzowo-wektorowego

mi? +m,(7 +2,0,0(0,) +17) mi(e(@,) +1.) m+
m2|2(llc(q2) +|2) m2|22 qz

X [— mjl, (20, + qs)smz)} . {mlllc(ql) +my(1,c(ay) +1,¢(0y + qz))}g _ H
myl,l,47s(a,) m,l,c(q, +9;,) T



7.2. Energia kinetyczna i potencjalna ogniwa

W rozwaanym przyktadzie wyprowadzono rownania ruchu maatoua przy
zatazeniu, ze cata masa ogniwa jest skupiona na jegacoPrzyblkzenie to nie zawsze daje
dobre rezultaty. W celu wyznaczenia rowneuchu z réwnania Eulera-Lagrange’a dla
manipulatora o dowolnej konfiguracji wae jest aby mma byto w prosty sposob obliazy
roznice energii kinetycznej i potencjalnej ogniw (tiumkcje Lagrange’a).

Ponizej zostanie wyprowadzone réwnanie dlagce energi kinetyczm ruchu
pojedynczego ogniwa, przy zamiu, ze jest ono cialem idealnie sztywnym. Npsiie
zostanie wyznaczona energia potencjalna tego ogniwa

Wielkosci zwiagzane z ruchemk-tego ogniwa tacucha kinematycznego, mwa
rozwaza¢ w nastpujacych uktadach wspétezinych (rys. 2):

* w nieruchomym zwizanym z podstagvwrobota, uktad {0}

 w ukladzie zwazanym z tym ogniwem (zgodnie z notacdp-H uklad na kacu
ogniwa oznaczony jakdk})

 w ukladzie zwizanym sztywno z ogniwem, ktérego peiek znajduje & w
srodku masy ogniwa, uktad K} (osie tego uktadu s rownolegte do odpowiednich
osi uktadu &}

« w ukladzie {k,} ktorego pocatek znajduje si w srodku masy ogniwa, a osie S

réwnolegte do odpowiednich osi uktadu bazowego.

Oy

Rys. 2. Uktady wspotradnychk-tego ogniwa



Energia kinetycznaelementarnej masyng ogniwa umieszczonej w punkdie ktorej

potozenie okrélone jest przez wektdro A Wynosi

OTO

dEkin,k __H OAH dmk __H VOAH dmk A VOA VOAdmk (3)

Po scatkowaniu powgzego wyraenia otrzymuje giwzor na energikinetyczry

k|n k jdEkln k —

My

I\)|I—‘

[ovg (4)
my

Energt kinetyczr, mazna wyrazé takze w ukladzie & } woéwczas
klnk J-kV;)rAkVOA (5)

Punkt A ma ustalone pofenie w ukladzie k}, zatem wektor pgdkosci tego punktu
wzgledem uktadu {0}, wyraony w uktadzie &}, zalezy od ruchu pospowego i

obrotowego uktadu &k } wzgledem uktadu {0}

kVOA V +w X lo.a= ,E+S(kwoyg)kro,A (6)

Podstawiajc prawa strorg tego rownania do wygania na energi kinetyczra po
przeksztatceniach otrzymuje:si

1 0,,T 0 10 T O ky 0pToO

gdzie K] . jest macierz bezwiadnéci (inercji) k-tego ogniwa wyrzona w uktadzie {k }



J-(RyRZ,A"'RZE,A)dmk - J- RXR,ARyR,Admk - J- IZXR,ARZIZ,Admk

Me B m ~ k- B
= T Yeadme [(2 55 )dm = [Py F 7 dm, (7b)
my

M _ _ _ M _
~ % zodme = [Fyzdme [(52,+0y2 )dm,
my my my

Energia kinetyczna tego ogniwa sktada sisumy dwoch sktadnikéw. Pierwszy reprezentuje
energe ruchu posipowego i jest rowny energii kinetycznej masy skupionej wsrodku
masy ogniwaCy. Drugi sktadnik jest rowny energii ruchu obrotoweggniwa wokékrodka
masy. Sktadnik ten uwzglnia fakt,ze roztiazone przestrzennie elementarne masy taegz
ogniwo poruszajsie z innymi pedkosciami niz srodek masy ogniwa.

Powyzszy wzOr na energiogniwa mana zapisatakze w postaci

1 0,,T O 1, 1 key O
Eink =2 M Vok Vok +§ )

5 ok (8a)

0,k
gdzie

1 =R R =R ORY (8b)

Energia potencjalna. Niech®g = [°gy °g, °,] 0znacza wektor grawitacji wyrany w

uktadzie {0}. Aby wyznaczy energe¢ potencjall k-tego ogniwa najpierw natg wyznaczy

energé potencjala elementarnej masyn, ktora jest umieszczona w punk&dego ogniwa

(potozenie tego punktu okéta wektor’rg ), zatem
dEpot,k :_OgT OrO,Adrn( :_OgT (Opo,E +OR|Z k rE,A)drnK (9)

Po scatkowaniu powgzego wyraenia i przeksztatceniach otrzymuje svzor na energi

potencjalla tego ogniwa

Epot,k = IdEpot,k = _rnkogTO p0,|2 (10)
M



7.3. Rownania ruchu manipulatora

Uzalezniajac wzor na energikinetyczm k-tego ogniwa (8a, 8b) od wektoraggkosci

ztaczowych g tancucha kinematycznego (zachodzi bowiemazek

Vor |_o | J@],
“="d - =l _
l:owo,k} ok (q)q { OJ (q)}q

gdzie 0JO’E(q) jest jakobianem manipulatora wyznaczonynedry uktadem podstawowym

{0} i uktadem lokalnym {k } zwiazanym zesrodkiem masyk-tego ogniwa), wyrzenie na
energe kinetyczm k-tego ogniwa mgna zapisaw postaci

1 (0wt or - . Y
s =5 8 (M T3 (0T @+ 37 (@R LRI (@) (a1

Sumupc energie kinetyczne wszystkich ogniw manipulatotazymuje st wzor na energi

kinetyczry catego tacucha kinematycznego

k=1

:%qT(i( "0 (@ T (@+Tge (@RS CR o,k(q))jq (12)
Wzér ten mana zapisaw zwartej postaci
Ein = q "B(9)q (13a)
gdzie macierz
B(a) = 35 (M 3] (T (43 @R RE T () (13)

nazywana jest maciegymercji manipulatora
Catkowita energe potencjall manipulatora (patrz rownanie (10)) ama wyznaczy z

zaleznosci



Epo =297 > M °p ¢ (0) (14)
k=1

Na podstawie powszych rozwaan, funkcjg Lagrange’a ogélnego modelu dynamiki

manipulatora mazna zapis&w postaci
. 1. .
L(0.0) = B¢y ~Epo = EqT B(9)d - E..(a) (15)

Ogodlne rownanie dynamiki manipulatora ima wyznacz§ korzystajgc z wektorowej postaci

rownai Eulera-Lagrange’a

d (0L(q.9) T_ oL(9,9) T:T (16)
dtl  aq oq

Podstawiajc (15) do (16) po przeksztatceniach otrzymuje ajolm post& rownar ruchu

(rownaxr dynamiki) manipulatora o sztywnych ogniwach

B(a)+C(a.0)d+ () =< (17a)
gdzie:
L (dB@) 19, a) (B
C(q,oo—[—dt > aq(B(q)q)j, h(a) ( dq] (17b)
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