5. Macierze skdnie symetryczne, pedkosci w roznych uktadach
wspotrzednych

5.1. Macierze skénie symetryczne
Macierz kwadratoweS stopnian jest macierzz skanie symetryczn wtedy i tylko

wtedy, gdy:
S+S'=0 = S'=-S 1)
albo rownowanie
Si= —§i (2)
dla dowolnych indekséw, j = 1, 2, ...,n. Wszystkie elementy gtownej przghej macierzy
skasnie symetrycznejssrowne zeru, co wynika z definici= — s; dlai = 1, 2, ...,n. Dalej

bedziemy rozwaa¢ wytacznie macierze skaie symetryczne, ktérych wszystkie elementy s
liczbami rzeczywistymi. Przyktad macierzy skée symetrycznej stopnia= 3

0 5 2
S=|-5 0 -1 ©)
-2 1 0

Macierz skénie symetryczna stopniazawieran niezalenych elementow, dla rozwanego

przypadku wynosi ona 3.

Przyjmijmy wektoru = [uy, Uy, u]", wéwczas mgna zdefiniowa funkci skanie

symetryczip S(u) w nast¢pujacy sposob

0 -u, u
S(w=ju 0 -u (4)
—-u, u, 0



Funkcja skénie symetryczna przeksztatcita wektot ® macierz R, Istnieje take funkcja
odwrotna do funkcji S(u) przeksztalcaca macierz skimie symetrycza w wektor.
Przeksztalcenie takie jest zapisywanie jako

u=invS(i R*® - R?® (5)

Macierzowe funkcje skmie symetryczne, ktorych argumentarpivéersory maj nastpujace

postacie:

00 O 0 01 0 -10
S@i)=|0 0 -1|, S(j)=|0 0 0|, S(k)=|1 0 0 (6)
01 0 -1 00 0 0 0

Wazna wiasndcia funkcji skanie symetrycznych jest liniowé. Jereli uyv O R® oraz

a,f 1 R to z definicji (4) otrzymuje si

S(au+ Bv) =aS(u) + £S(v) ()

Inng wazna wlasndcia tej funkciji jest relacja

S(u)v =uxv (8)

ktora tatwo wykazé z definicji iloczynu wektorowego. Dla dowolnie wmych macierzy
obrotuR 0 R*3 RR" = 1, detRR") = 1 i wektoréwu,v 0 R® zachodzi zwizek

R(uxv) = (Ru)x(Rv) 9)

Dla kazdej macierzy obrotiR O R*® RR' = 1, detRR") = 1 i kazdej funkcji macierzowej

S(u) zachodzi zatenosé

RS(u)R" = S(Ru) (10)



R3X3

Zattzmy teraz,ze ortogonalna macierz obroRi[ jest funkch jednej zmiennegj

00 R, zatem prawdziwa jest réwsto
R(OR'(H) =1 (12)
R&zniczkujac obie strony powiszej zalenosci wzgledem zmiennef, otrzymuije st

]
Rer@)+rE) R =0
de dé

(12)

co na podstawie nagiujacych wtasnéci operacji transponowani@()" = A, (AB)" = B'A"

maozna zapiséjako

dR _; R ., 1 _
@R (e){@R (0)} =0 (13)

co oznacza (patrz (1pe % R'(6) jest macierz skasnie symetrycze zmiennejd

dR T - d_R:
R O=506) = - =SORE) (14)

Przyktad 1. Jeeli R = R(X, 6) jest podstawowmacierz obrotu to

0 0 0 1 0 0 00 O
S=$RT(9)= 0 -sin(@) -cos@) |0 cosP) sin@ |=|0 0 -1|=9(i)
0 cos@) -sin@ |0 -sin@) cosP) 01 O

Stad otrzymujemy

dR(X,6)

L5 = SHR(X,6) (15a)



W wyniku podobnych oblicze

dR(Y,8)

qo SUR(Y.6),

dRéZ’H) - S(K)R(Z.6) (15b)

Niech macierz obrotiR(u,8 0 R*® bedzie funkcy jednej zmiennej, ktérjest kat obrotu 8

wokot ustalonej osi, zdefiniowanej przez wektigmwowczas

dR(u,8)
dé

= S(u)R(u, ) (16)

5.2. Predkosci w roznych uktadach wspétrzdnych

Dotychczas analizowadlny jedynie sytuacje statyczne, tzn. przyjmovraly
zalazenie, ze wzajemne poteenia i orientacje kolejnych ukladéw wspadnych nie
zmieniap sie w czasie. Obecnie zajmiemyesanalizy predkosci poszczegolnych punktéw
opisanych w rénych uktadach wspoéteinych. Rozwamy sytuacg w ktorej bieiacy ukiad
wspotrzdnych wykonuje obrot z pdkoscia katowa w = dddt dookota osi wyznaczonej

przez wektoru. Wéwczas pochodna macierzy obr®(u, 4t)) wzgldem czasu przyjmuje

posta
dR(u,6(t)) _ dR(u,6) db _ _
= — =S(U)R(u,)w= S(aw)R(u,8 17
m 6 d (WR(U,6) (aw)R(u,6) 17)
gdzie:
0 -, 0 -w w,
S(awu) =| au, 0 -w, |=| w, 0 -w |=2 (18)
-, 0 W, 0

Q2 jest interpretowana jako skue symetryczna macierz qokosci katowej ruchu
obrotowego ukladu bimcego wzgtdem ukiadu statlego. Macierz ta (jednoznacznie)

odpowiada pydkosci katowej w



a)X wx
invS(2) =o =| w, | =| w, (29)
) au

Z z

Z powyzszego zapisu wynikaze kierunek wektora pdkosci katowej w pokrywa s¢ z
kierunkiem osi obrotu, wyznaczonej przez wekiofw = «u). Na podstawie (17) i (18)

macierz pgdkosci katowej 2 mazna zapiséjako

_ dR(u,6(t))
dt

0 R™(u, 8(1)) (20)

Poniewa kazda macierz obrotu maa zapis& w reprezentacji ©kat, to macierz pgdkosci

katowej ruchu obrotowego nzoa zdefiniowdé w nastpujacy sposob

_dR(t)
di

Q R(t) = R(H)R™(t) = R()R (1) (21)
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