2. ANALIZA BLEDOW | NIEPEWNOSCI POMIAROW

Z powodu niedoktadno$ci przyrzadow 1 metod pomiarowych, niedoskonatosci
zmystow, niekontrolowanej zmienno$ci warunkow otoczenia (wielkosci wptywajacych) i
innych przyczyn, wynik pomiaru jest zawsze rozny od prawdziwej wartosci wielkosSci
mierzonej. Jest tylko jej mniej lub wigcej doktadnym przyblizeniem. Warto$¢ rzeczywista
wielkos$ci jest punktem na osi liczbowej, ktorego polozenie mozna opisa¢ za pomoca
nieskonczonego ciagu cyfr. Juz sam fakt skonczonego zapisu wyniku jest tez zrédlem jego
niedoktadnosci.

Zatem, podajac wynik pomiaru okreslonej wielko$ci, nalezy koniecznie poda¢ takze
pewna ilosciowa informacj¢ o jakosci tego wyniku, a $cislej o jego doktadnosci (czyli o
stopniu przyblizenia do wartosci prawdziwej), tak aby korzystajacy z tego wyniku mogt
oceni¢ jego wiarygodno§¢. Bez takiej informacji wyniki pomiaréw nie moga by¢
poréwnywane ani migdzy soba, ani z danymi z literatury lub norm.

Podstawowe pojecia i parametry charakteryzujace doktadno$¢ wyniku pomiaru i
metody ich obliczen sa trescia tego rozdziatu.

2.1. Pojecia podstawowe i klasyfikacja bledow

Podstawowym pojeciem jest blad pomiaru definiowany jako réznica migdzy wynikiem
pomiaru x i warto$cia prawdziwa x, wielko$ci mierzonej

Ax =x-x. 2.1

Bledu pojedynczego pomiaru nie mozna obliczy¢ z zaleznosci (2.1), poniewaz nie jest
znana warto$¢ prawdziwa wielko$ci mierzonej. Mozna go oszacowaé (estymowac) lub
obliczy¢ jego niektére sktadowe, przy czym sposob postgpowania zalezy od rozpoznania
rodzaju oddziatywan wielkosci wptywajacych na wynik pomiaru. Mozna wyrdzni¢
oddziatywania przypadkowe i oddzialywania systematyczne. Biorac pod uwage rodzaje
oddziatywan, bledy pomiaru mozna podzieli¢ na: przypadkowe, systematyczne oraz
grube (pomytki).

Bledy przypadkowe

Sa to bledy spowodowane przypadkowym oddzialywaniem duzej liczby trudno
uchwytnych czynnikow zaklocajacych (nazywanych wielkosciami wplywajqcymi), ktorych
faczny wplyw zmienia si¢ z pomiaru na pomiar. Charakterystyczna cecha bledow
przypadkowych jest to, ze ich wartosci sa rézne w kolejnych pomiarach przeprowadzanych
w jednakowy sposob (w warunkach powtarzalnosci).

Btad przypadkowy jest zmienng losowq, a w kolejnych pomiarach tej samej wielkosci,
wykonywanych w warunkach powtarzalnosci, otrzymuje si¢ btedy o warto§ciach bgdacych
realizacjami tej zmiennej. Wyniki pomiaréw sa rowniez realizacjami zmiennej losowej i
ulegaja rozproszeniu wokot wartosci prawdziwej wielko$ci mierzonej. Stad tez szacowanie
btedow przypadkowych jako miary rozproszenia wynikow wokot wartosci prawdziwej
dokonuje si¢ metodami rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej.

Btad przypadkowy wyniku pomiaru nie moze by¢ skompensowany przez poprawke, ale
moze by¢ zmniejszony przez wielokrotne powtarzanie pomiaréw, a $cislej przez wykonanie
serii n pomiardéw i przyjecie jako wyniku koncowego $redniej arytmetycznej serii wynikow x;.
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Wskutek oddziatywan przypadkowych $rednia arytmetyczna (2.2) jest rOwniez zmienna
losowa, lecz jej rozrzut wokot wartosci prawdziwej jest mniejszy. Zatem bardziej doktadnie
przybliza ona warto$¢ prawdziwg. Mowiac inaczej stanowi bardziej doktadne, lepsze niz
pojedynczy pomiar oszacowanie wartosci prawdziwej. Zatem warto$¢ $redniej
arytmetycznej serii pomiarow mozna w uzasadniony sposob przypisaé wielko$ci mierzone;j
i traktowac jako poprawny wynik pomiaru.

Wyniki pomiardow przypisywane wielkosci mierzonej, niezaleznie od sposobu
przypisania, wykazuja rozrzuty wokot wartosci prawdziwej, sa wige niepewne. Pozwalaja
jedynie wyznaczy¢ przedzial obejmujacy nieznana warto$§¢ prawdziwa. Ilosciowa miara
niedoktadnos$ci pomiaru, ktorej odzwierciedlenie stanowi rozrzut wynikéw jest niepewnos$é
pomiaru.

Pojecie niepewnos$¢ jako miara niedoktadnosci zostalo wprowadzone stosunkowo
niedawno przez dokument ,,Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement”
wydany w 1993 roku przez Migdzynarodowa Organizacje Normalizacyjna ISO (nazywany
dalej “Guide”). Stat si¢ on norma migdzynarodowa, obowiazujaca takze w Polsce, w ktorej
niepewno$¢ pomiaru jest definiowana jako “parametr zwiqzany z wynikiem pomiaru,
charakteryzujqcy rozrzut wartosci, ktore mozna w uzasadniony sposob przypisa¢ wielkosSci
mierzonej”. Parametrem takim moze by¢ na przyktad odchylenie standardowe rozktadu
wynikow lub bledéw pomiaru, albo potowa szerokosci przedzialu majacego ustalony
poziom ufnosci, o czym dalej.

Istotne jest rozroéznienie migdzy pojgciem btedu i pojeciem niepewnos$ci pomiaru. Blqd
jest zmienng losowq, a niepewnosc¢ jest parametrem rozktadu prawdopodobienstwa bledu.

Pojecie niepewnosci pomiaru najlatwiej bylo wyjasni¢ na przykladzie pomiarow
wykonywanych w warunkach oddziatywan przypadkowych, w powiazaniu z bledami
przypadkowymi, lecz mozna je rozszerzy¢ rowniez na pomiary w warunkach oddziatywan
systematycznych i powigza¢ z blgdami systematycznymi.

Bledy systematyczne

Powstaja wskutek systematycznych oddzialtywan wielko$ci wptywajacych. W kolejnych
pomiarach wykonywanych w jednakowych warunkach btad systematyczny ma wartosé
stala. Przy zmianie warunkéw zmienia si¢ z okre$long prawidlowoscia, ktoéra mozna
wyznaczy¢ analitycznie.

Przyktadem sa bledy systematyczne spowodowane przesunigciem skali miernika
analogowego, bledem wzorca (np. rézna od nominalu masa odwaznika), pomijaniem
czynnikdw wplywajacych na wyniki pomiaru (np. rezystancji przewodéw przy pomiarze
matych rezystancji), ustalonym wptywem warunkow otoczenia (np. temperatury).

Jezeli blad systematyczny powstaje wskutek rozpoznanego oddzialywania
systematycznego wielkosci wptywajacych, to wplyw tego oddzialywania moze by¢
okreslony ilosciowo i skompensowany addytywnie lub multiplikatywnie, przez dodanie do
wyniku pomiaru poprawki lub pomnozenie wyniku przez wspolczynnik poprawkowy.

Wynik pomiaru przed korekcja bledu systematycznego nazywa si¢ wynikiem
surowym, a po korekcji wynikiem poprawionym.

Kompensacja btgdu systematycznego nie moze by¢ zupetna, poniewaz btad ten nie jest
znany doktadnie. Wyznaczona poprawka jest obarczona niepewno$cia, ktora staje sig
jednym ze sktadnikéw catkowitej niepewnos$ci pomiaru.



Blad systematyczny spowodowany oddzialywaniem systematycznym nierozpoznanym
ilosciowo (np. niekontrolowanym wplywem temperatury) nie moze by¢ skorygowany.
Czgsto moze by¢é rozpoznany jakoSciowo 1 oszacowany w postaci przedziatu
wyznaczonego przez bledy graniczne Axy,. Do szacowania bledoéw systematycznych
spowodowanych oddzialywaniem nierozpoznanym stosowane jest podejscie statystyczne i
na podstawie przedzialu wyznaczonego przez btedy graniczne wyliczana jest niepewnos¢
standardowa typu B, definiowana dale;j.

Bledy grube

Sa to bledy spowodowane pomytkami popetnianymi w trakcie wykonywania pomiaru
lub odczytu i zapisywania wyniku. Przykladem moga by¢ bledy powstate wskutek
pomylenia skali w mierniku wielozakresowym, pomylenia jednostek lub przesunigcia
przecinka przy zapisie wyniku, zwarcia lub rozwarcia niektorych elementow obwodu
pomiarowego. Pomylki mozna znacznie ograniczy¢ przez staranne wykonywanie pomiaru,
a gdy powstaja tatwo je zauwazy¢ i wyeliminowaé, poniewaz otrzymany wynik znacznie
rozni si¢ od innych wynikow pomiaru tej samej wielkos$ci.

2.2. Definicje dotyczace niepewnos$ci pomiaru

Jak juz moéwilisSmy, wynik pomiaru jest liczbq przyblizong rdézng od wartoSci
prawdziwej wigc mozna go interpretowal jako przedzial na osi liczbowej, wewnatrz
ktorego znajduje si¢ warto$¢ prawdziwa. Przedzial ten, nazywamy przedzialem
niepewnosci wyniku pomiaru (lub przedziatem ufnosci).

W celu ilosciowego opisu tego przedziatu dokument ,,Guide” definiuje cytowane juz
pojgcie niepewnos$¢ pomiaru i szereg specyficznych miar iloSciowych tego pojecia.

Niepewno$¢ standardowa (1) — niepewno$¢ wyniku pomiaru wyrazona w formie
odchylenia standardowego lub estymaty tego odchylenia.

Niepewno$¢ typu A (uy) — obliczana metoda analizy statystycznej serii pojedynczych
obserwacji (najcze¢sciej wykorzystujac normalny rozktad wynikoéw).

Niepewno$¢ typu B (u;) — obliczana innymi metodami niz w przypadku A (najczesciej
wykorzystujac rozklad prostokatny opisujacy bledy systematyczne spowodowane
nierozpoznanym oddzialywaniem systematycznym).

Zlozona niepewnos¢ standardowa (u.) — okreslana w przypadku wystgpowania wielu
sktadowych niepewnosci; dla pomiaréw bezposrednich jest pierwiastkiem sumy kwadratow
niepewnosci sktadowych, dla pomiarow posrednich sumowanie kwadratow niepewnosci
sktadowych odbywa si¢ z odpowiednimi wagami, zgodnie z prawem propagacji
niepewnosci (omawianym dalej).

Niepewno$¢ rozszerzona (U) — jest iloczynem niepewnosci standardowej i
wspolczynnika rozszerzenia k,

U=kyu,. 2.3)

Okresla ona granice przedzialu niepewnosci, ktéremu mozna przypisa¢ okreslony
poziom ufnosci.

Poziom ufnosci (p,) - jest prawdopodobienstwem tego, ze w przedziale niepewnosci
wyniku pomiaru (w przedziale ufno$ci) znajduje si¢ wartos¢ prawdziwa, co mozna zapisaé

Py =Plxye(x-U,x+U)}. (2.4)



Prawdopodobienstwo to wyznacza si¢ z rozktadu gestosci prawdopodobienstwa zmiennej
losowej modelujacej wynik pomiaru x lub btad pomiaru Ax.
Poziom ufnosci jest czgsto wyrazany w procentach.
Wynik pomiaru zapisuje si¢ w postaci:
Xg=x%tu, na poziomie ufnosci odchylenia standardowego (2.5)
lub Xog=xtU na postulowanym poziomie ufnosci p,,. (2.6)

Zapisy te przedzialowo okreslaja warto$¢ prawdziwa x,. Interpretacje graficzna zapisu
(2.6) ilustruje rys. 2.1

Rys. 2.1. W tym przedziale z prawdopodobienstwem pa znajduje si¢ warto$¢ prawdziwa x0

NiepewnoS$ci pomiaru wg powyzszych definicji wyraza si¢ w jednostkach wielkosci
mierzonej. Poniewaz sa one oceniane szacunkowo, nalezy opisywac je rozsadng liczba cyfr
znaczacych (najczgsciej ograniczona do 2 cyfr). Na przyktad bytoby absurdem podawanie
wyniku pomiaru przyspieszenia ziemskiego w postaci:

g=9,82+0,02385 m/s”.

Wiasciwe jest zaokraglenie niepewno$ci pomiaru do dwoéch cyfr po przecinku i
przedstawienie wyniku w postaci:

g=9,82+ 0,02 m/s%.

Obok omawianych wyzej poje¢ bledu i niepewnosci bezwzglednej wyrazanych w
jednostkach wielkosci mierzonej, definiuje si¢ pojecia bledu i niepewnosci wzglednej
wyrazane bezwymiarowo, bardzo czgsto w procentach lub ppm (part per million)

btad wzgledny 5, =Ax Ax 2.7)
X, X
. U U
niepewnos$¢ wzgledna 0, =—F=—%., (2.8)
Xy X

Poniewaz warto$¢ prawdziwa nie jest znana, w praktyce zastgpuje si¢ ja wartoscia
umownie prawdziwq (wartosciq poprawng), ktora moze by¢ na przyklad skorygowany
wynik pomiaru (po korekcji bledu systematycznego) lub najlepsze oszacowanie wartoSci
prawdziwej (najczeéciej $rednia arytmetyczna serii pomiaréw Xx ), lub nawet wynik
pojedynczego pomiaru.

W celu specyfikacji bledow instrumentalnych, zwlaszcza miernikdw analogowych,
wykorzystuje si¢ pojecie klasy przyrzadu, oznaczanej kI, definiowanej jako graniczny blad
wzgledny obliczany wzgledem wartos$ci zakresowej przyrzadu i wyrazany w procentach

Zxxg
kil = -100%, (2.9)

X

zakr

gdzie: Ax, — btad graniczny przyrzadu
Xz — Warto$¢ koncowa zakresu pomiarowego



Warto$ci liczbowe klasy przyrzadu sa wybierane z ciagu: (1; 1,5; 2; 2,5; 5)-10", n=0,1.

Metody obliczania niepewnosci zalecane w ,,Guide” dotycza wynikow skorygowanych,
tzn. po skompensowaniu sktadowej bledu systematycznego spowodowanej rozpoznanym
oddzialywaniem systematycznym, przez dodanie do surowego wyniku poprawki lub
pomnozenie go przez wspotczynnik poprawkowy.

Zaktada sig, iz skorygowany wynik pomiaru jest zmienna losowa, ktdrej warto$¢
oczekiwana jest rowna wartosci prawdziwe;j

Blx)=x, (2.10)

Zatozenie to jest rdwnoznaczne z zalozeniem, ze blad pomiaru jest zmienna losowa
centrowang

Ax=x-x, (2.11)
o wartos$ci oczekiwanej rownej zeru

E(Ax)=0. (2.12)

2.3. Obliczanie poprawki bledu systematycznego

Jak juz mowilismy, sktadowa deterministyczna bledu systematycznego, spowodowana
rozpoznanym oddzialtywaniem systematycznym, moze by¢ okreslona ilosciowo i
wykorzystana do addytywnego badZz multyplikatywnego skorygowania surowego wyniku
pomiaru.

Metody analizy i obliczen bledow systematycznych sa zroéznicowane. Brak jest
og6lnych metod obliczen tych bledéw w pomiarach bezposrednich. Metody takie istnieja w
przypadku pomiardow posrednich, w postaci tzw. praw propagacji blgdow, ktore bgda
omawiane poézniej. W pomiarach bezposrednich kazdy przypadek analizy bledu
systematycznego wymaga indywidualnego podejscia, przy czym metody obliczen sa nader
proste, oparte na wykorzystaniu wzoréw opisujacych rézne prawa fizyki.

Typowy sposéb postegpowania pokazemy na przykladzie obliczen biedu
systematycznego popetnianego w przypadku pomiaru pradu amperomierzem o niezerowej
rezystancji R,, w obwodzie ztozonym ze zrodta napigcia E, o rezystancji wewngtrznej R, i
obciazenia Ry, pokazanym na rys. 2.2a. Wlaczenie amperomierza do obwodu wprowadza
do niego dodatkowa rezystancje R, (rys. 2.2b), co powoduje, iz prad w obwodzie
pomiarowym [' jest mniejszy od pradu w obwodzie pierwotnym /

a) /

Rys. 2.2. Pomiar pradu w obwodzie elektrycznym ztozonym ze zrodta napigcia i obciazenia:
a) obwdd pierwotny; b) obwod pomiarowy po wlaczeniu amperomierza

Systematyczny btad bezwzgledny mozna obliczy¢ ze wzoru:



Al =1'-1 (2.13)

B

biorac pod uwagg, ze:

E E
1= f—, oraz ['=—F——. (2.14)
Ry +R, Ry+R,+R,

Z zalezno$ci (2.13) 1 (2.14) mozna wyprowadzi¢ wzory na poprawke

ER
=-Al = z a 2.15
b (RO +Rz)(R0 +Rz +Ra) ( )

1 wspolczynnik poprawkowy

Ry+R.+R
w, =———= < (2.16)
Ry +R,

W  rozwazanym przypadku ‘tatwiej jest skompensowa¢ blad systematyczny
multyplikatywnie przez pomnozenie surowego wyniku pomiaru [' przez wspotczynnik
poprawkowy obliczony ze wzoru (2.16).

Omawiany przyktad mozna wykorzysta¢ rowniez do wysnucia wniosku natury ogolnej,
odnos$nie warunkéw minimalizacji zaklocajacego wplywu przyrzadu pomiarowego na
badane zjawisko. Wykorzystujac wzory (2.13) i (2.14) tatwo wyprowadzi¢ wzoér opisujacy
zalezno$¢ systematycznego btedu wzglednego:

-1
S, = s (2.17)
od rezystancji amperomierza R,.
Po wstawieniu (2.14) do (2.17) otrzymujemy

1 1
S :R0+R2+Ra Ry+R, __ R, ' 2.18)
! 1 Ro +R,

Ry+R.+R,

Zaleznos¢ (2.18) wskazuje, iz w celu minimalizacji btgdu wywotanego rezystancja
amperomierza nalezy dazy¢ do zachowania warunku

R, <<Ry+R., (2.19)

ktoéry oznacza, iz rezystancja amperomierza powinna by¢ duzo mniejsza od sumy
pozostatych rezystancji w obwodzie. Fizyczna interpretacja warunku (2.18) prowadzi do
wniosku, iz przy bardzo matej rezystancji wewngtrznej amperomierz pobiera mato energii z
obwodu i tym samym mato zakloca badane zjawisko. Wymog matego poboru energii w
celu minimalizacji zaktocajacego wplywu przyrzadu pomiarowego na obiekt badany ma
charakter ogdlny i dotyczy kazdego przyrzadu, m.in. woltomierza, ktory w trakcie pomiaru
napigcia w obwodzie, pobiera mato energii przy bardzo duzej rezystancji wewngtrznej.

Inna droga ograniczania bledow systematycznych jest stosowanie specjalistycznych
metod lub ukladow pomiarowych. Istnieje wiele takich metod eliminujacych lub
minimalizujacych deterministyczne skladowe bledow systematycznych bez potrzeby



obliczania poprawek. Przykladem moze by¢ czterozaciskowa metoda pomiaru bardzo
matych rezystancji (w zakresie 1-10°Q), zilustrowana na rys. 2.3.

fo i R _ — Ir
ry ry
— =
U Ur U

Rys. 2.3. Zasada 4-zaciskowego pomiaru bardzo matych rezystancji (styki Kelwina)

Pozwala ona eliminowa¢ bledy wnoszone przez rezystancje przewodoéw doprowadzajacych
i stykow, ktore moga by¢ wspotmierne lub nawet wigksze od rezystancji R. Zastosowanie 2
par zaciskow: pary zaciskow pradowych /- stuzacych do doprowadzenia i pomiaru pradu
I oraz osobnej pary zaciskow napigciowych stuzacych do pomiaru napigcia metoda
bezpradowa lub z bardzo matym poborem pradu, daje mozliwo$¢ pomiaru napigcia wprost
na rezystancji R, a nie na jej zaciskach zewngtrznych i w konsekwencji pozwala
wyeliminowa¢ wplyw rezystancji r; i 7y na wynik pomiaru.

Nalezy jednak podkresli¢, iz pozostaja pewne nierozpoznawalne biedy resztkowe
specjalistycznych metod pomiarowych. Zaréwno bledy resztkowe jak tez niepewnosci
obliczonych poprawek sa sktadnikami niepewnosci calkowitej obliczanej metodami A lub
B, przedstawionymi w kolejnych punktach.

2.4. Probabilistyczne podstawy i przyklady analizy niepewnosci

W analizie niepewno$ci pomiaru metodami  probabilistycznymi  (rachunku
prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej) zaktada sig, iz wyniki pomiardw sa
skorygowane i moga by¢ modelowane zmienna losowa x. Najlepszym opisem zmiennej
losowej ciaglej jest rozktad gestosci prawdopodobiefistwa p(x). Ma ona tg wlasciwose, ze
jej catka w dowolnych granicach x;<x, okresla prawdopodobienstwo znalezienia sig
zmiennej losowej w tych granicach:

j p(x)dx = Plx e (x,,x, ). (2.20)

X1

Rozktad gestosci prawdopodobienstwa opisywany jest parametrami rozktadu, z ktérych
najwazniejszymi dla nas sa:

wartosc¢ oczekiwana u=E (5) = J. xp(x)dx , (2.21)

—00

charakteryzujaca srodek zgrupowania wynikéw pomiarow oraz

odchylenie standardowe o, =+ E% Q - ,u)z }, (2.22)

charakteryzujace rozproszenie wynikéw wokdt Srodka zgrupowania. Operuje si¢ tez
wariancja o°.
Zamiast zmiennej losowej x czesto wygodniej jest postugiwac si¢ zmienng losowq



centrowangq Ax=x- EQ) =x-u, (2.23)

ktéra modeluje btad pomiaru i ktorej warto$¢ oczekiwana jest rowna zero.
Dla wigkszo$ci sytuacji spotykanych w praktyce wyniki pomiarow moga byé
modelowane zmienna losowa o rozkladzie normalnym, nazywanym tez rozkladem Gaussa

. =)’ . : 2
2062 X—u

p(x)=———e T = ———eXpy—— . (2.24)

o.N2m o2 2( Ox ]

Na rys.2.4 pokazany jest wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa rozktadu
normalnego.

p(x)
1

o2r

/
Ox | Ox X

H=Xo

Rys. 2.4. Wykres funkcji rozktadu normalnego zmiennej losowej x modelujacej wynik pomiaru

Rozktad normalny jest rozktadem dwuparametrowym, opisanym parametrami 4 i o;.
Bywa czgsto oznaczany skrotowo przez N (i, o;). Wykres funkcji rozktadu jest krzywa o
ksztalcie dzwonowym, symetrycznie wySrodkowana wokot wartosci oczekiwanej u
(zaktada sig, ze jest ona rowna warto$ci prawdziwej x). Odchylenie standardowe o
odpowiada odleglosci punktu przegigecia krzywej od odcigtej $rodka zgrupowania.
Zacienione pole pod czgscia krzywej rozpigta na przedziale (i - oy, y+ o;) jest rowne

u+o
Plu-o, <x<u+o, )= jp(x)dx =0,682. (2.25)

H—o

Oznacza to, ze prawdopodobienstwo (poziom ufnosci) tego, ze warto$¢ zmiennej
losowej o rozktadzie normalnym znajduje si¢ w wymienionym przedziale o promieniu o;
jest rowne 0,682 lub w procentach 68,2%. Przedzialom dwu i trzykrotnie szerszym, o
promieniach 2o, i 3 6;, odpowiadaja poziomy ufnoséci odpowiednio 0,954 i 0,997.

Rozktad normalny zmiennej losowej centrowanej Ax modelujacej btad pomiaru ma
postaé

1
PR = 20 (2.26)
o.N27

a oznaczany jest N (0, o;). Jego wykres jest pokazany na rysunku 2.5:




p(Ax)

E
E
E

E

-0y

Ax

Rys. 2.5. Wykres rozktadu normalnego N (0, o) zmiennej centrowanej Ax modelujacej btad
pomiaru

Warto zauwazy¢, iz ksztalt krzywej tego rozktadu jest identyczny z krzywa rozktadu
N (i, o). Mowiac inaczej zmienne losowe x i Ax modelujace wynik i btad pomiaru maja
takie same rozktady wokot swoich wartosci oczekiwanych, co utatwia analizg.

Zamiast zalezno$ci (2.25) do obliczen poziomu ufnosci p, =P{x €(u - o, u + o)},
mozna uzy¢ prostszej zaleznosci

+o
pazPF0k<éyHﬂJ:jp@ﬂMMzOﬁ&, (2.27)

ktéra wyraza prawdopodobienstwo tego, iz btad pomiaru Axe(-o, o).
W analizie bledow i niepewnosci rozszerzonej uzyteczny jest tez rozklad normalny
zmiennej losowej unormowanej (standaryzowanej)

z=2"H (2.28)

opisany wzorem

pl)=—e 2 (2.29)

o zerowej wartosci oczekiwanej (u# = 0) i odchyleniu standardowym réwnym 1 (o, = 1).
Nosi on nazwe¢ unormowanego rozkiadu normalnego i jest oznaczany skrotowo N (0,1).
Jest wykorzystywany do obliczen wspotczynnika rozszerzenia k, przy postulowanym
poziomie ufno$ci niepewnosci rozszerzonej U.

Wyznaczanie niepewnosci rozszerzonej pojedynczego pomiaru

Roézne postacie rozkladu normalnego i jego parametry moga by¢ wykorzystywane do
obliczen niepewnosci rozszerzonej U pojedynczego pomiaru, przy postulowanym poziomie
ufno$ci, w sytuacji gdy odchylenie standardowe zmiennej losowej modelujacej pomiar oy
jest znane a’priori, a nieznana jest warto$¢ oczekiwana (u=xy,="?). Tak jest w licznych
przypadkach pomiaréw wykonywanych wyprobowanym wielokrotnie przyrzadem w
rozpoznanych i stabilnych warunkach.

Woéwczas wynik pojedynczego pomiaru x mozna zapisac:



xg=xtU=xxk,u, na poziomie ufnosci p,,  (2.30)
gdzie wspolczynnik rozszerzenia k, jest adekwatny do postulowanego poziomu ufnosci
pazP{xO e(x—U, x+U)}. (2.31)

Zapis (2.31) umiejscawia warto$¢ prawdziwa w przedziale niepewnosci wokot wyniku
pomiaru. Przedzial ten ma staty promien, lecz jego polozenie na osi liczbowej jest losowe,
zmienia si¢ z pomiaru na pomiar, co ilustruje rys. 2.6. Pokazano na nim potozenia kilku
przedziatow niepewnosci dla 4 réznych wynikow pomiardw xj, x;, x3, x4. Kazdy z
przedzialéw ma inne potozenie, jednak zawiera (przykrywa) warto$¢ prawdziwa x.

Xo X
Rys. 2.6. Potozenie przedzialow niepewnosci dla 4 réznych wynikéw pomiaru: xq, x,, x3, X4

Aby obliczy¢ wspotczynnik rozszerzenia k, przy zadanym poziomie ufnosci p,, lub
odwrotnie poziom ufnos$ci dla zadanego wspotczynnika rozszerzenia, nalezy przeksztatcié
wyrazenie (2.31) do rownowaznej postaci

pa:P{xe(xO—U, xO+U)}, (2.32)

ktora umiejscawia wynik pomiaru w przedziale niepewnos$ci wokot wartosci prawdziwej.
Przy przyjetych zalozeniach, iz wyniki pomiaréw sa modelowane zmienna losowa o
rozktadzie normalnym xe N (i, o), przy czym xy = u, u = o, zaleznos¢ (2.32) przyjmuje postac

wikgo, _(e-p)

by =Plxe(u—kyo, pt+kyo, ) =—— j e 2 dv.  (233)

oN2r

l—kgo

Stosujac podstawienie

z= A R
GX
(2.33) mozna przeksztatci¢ do postaci
k, z°
1 =
P, = J.e 2dz, (2.34)
“ 27

ktora jest calka unormowanego rozktadu zmiennej losowej standaryzowanej z € N (0,1),
opisanego wzorem (2.29). Wyrazenie (2.34) nazywane jest funkcja bledu.

Funkcja p, =¢ (k,) okresla zwiazki miedzy k, i p,. Jest stabelaryzowana, a tablice sa
powszechnie dostgpne. Na rys. 2.7 pokazano fragment wykresu tej funkcji oraz tablice
niektorych odpowiadajacych sobie wartosci p, 1 k.
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Po
100% 1 —_
95,4% R
68%
50% 1
o o641 2 3 K,

ka |0 0,25 050,75 10 1,25 15 1,75 20 25 30 35
pa[%][ 0 20 38 55 682 79 87 92 954 98,8 99,7 99,95

Rys. 2.7. Wykres funkcji p, = ¢ (k,) oraz tablica wartosci tej funkcji w wybranych punktach

Jak wida¢ poziom ufnosci dla niepewnosci standardowej (1 = o;) wynosi 68,2%, a dla
dwusigmowej niepewnosci rozszerzonej U = 2¢; jest rowny 95,4%. Dla wielu handlowych
i przemystowych zastosowan takie poziomy ufnos$ci sa wystarczajace. Jednak w pewnych
zastosowaniach, zwlaszcza wtedy, gdy chodzi o zdrowie i bezpieczenstwo, wymaga sig
wigkszych pozioméw ufnosci. Wtedy zaktada si¢ wymagany poziom ufnosci p,, i z tablic
funkcji p, = @ (k) wyznacza si¢ odpowiedni wspotczynnik rozszerzenia.

Poziom ufnosci dla wspotczynnika rozszerzenia 3 (U = 30;) wynoszacy 99,7%, uznaje
si¢ za bardzo wysoki, bliski pewnosci. Promien tego przedziatu okresla tzw. blqd graniczny
A, ktorym dawniej charakteryzowano doktadno$¢ pomiaru, a obecnie jest wykorzystywany
do obliczen niepewnos$ci up. ,,Guide” zaleca w powszechnej praktyce poshugiwaé sig
gldwnie niepewnoscia standardowa.

Pojecia statystyki matematycznej

Omawiana wyzej sytuacja pojedynczego pomiaru w rozpoznanych warunkach
opisywanych rozkltadem normalnym jest latwym przypadkiem szczegdlnym analizy
niepewnosci pomiaru, do$¢ czgsto wystepujacym w praktyce. Jednak metody analizy i
obliczen niepewnos$ci zalecane w ,,Guide” sa ukierunkowane na pomiary w warunkach
oddzialywan nierozpoznanych lub rozpoznanych stabo, gdzie nieznane sa oba parametry
rozktadu zmiennej losowej x modelujacej pomiar (1 = ?, o, = ?) i trzeba je szacowaé na
podstawie wynikéw serii pomiarow, ktore sa jedynym lub gldownym zrédtem informacji o
parametrach rozktadu.

Zagadnieniami szacowania parametréw rozktadu na podstawie ograniczonego materiatu
statystycznego zajmuje si¢ statystyka matematyczna. Cato$¢ materiatu statystycznego, ktory
podlega badaniu na podstawie niewielkiej jego czgsci nosi nazwe populacji generalnej lub
populacji. Czgs¢ populacji podlegajacej bezposredniemu badaniu nazywa si¢ proba lub
probka. Wyniki serii pomiarow moga by¢ traktowane jako proba wzigta z populacji
wszystkich mozliwych wynikéw pomiardw, ktorych liczno$¢ jest rowna nieskonczonosci.

Szacowanie parametrow rozktadu wybranego jako model statystyczny populacji
nazywa si¢ estymacja, za§ wynik obliczen okreslonego parametru na podstawie proby, nosi
nazw¢ estymaty tego parametru. Formula obliczen (tzw. statystyka) nazywa sig
estymatorem. Czgsto dla odroznienia parametru populacji i wyniku jego obliczenia z
proby, do nazwy parametru dodaje si¢ stowo z proby. Tak wigc, np. mozna uzy¢
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rownorzednych nazw: estymata odchylenia standardowego (oznaczana &,) odchylenie
standardowe z proby lub odchylenie standardowe eksperymentalne.

2.5. Obliczanie niepewnosci metoda typu A

Jest to metoda obliczania niepewno$ci droga analizy statystycznej serii pojedynczych
pomiardow (obserwacji), przy zatozeniu, ze ich wyniki sa skorygowane. Mozna wykazac, iz
najlepszym oszacowaniem (estymatorem) warto$ci oczekiwanej zmiennej losowej x
modelujacej wyniki pomiaréw wielkosci X, na podstawie wynikow x; serii n niezaleznych
pomiarow jest srednia arytmetyczna x

(2.35)

n =

Estymaty parametrow, czyli ich warto$ci obliczone z probki, oznacza¢ bedziemy daszkiem
nad ich symbolami, np. &, &, . Gdy liczba pomiaréw w serii zmierza do nieskonczonosci,

$rednia arytmetyczna dazy do wartosci oczekiwane;j
X=p—>u, gdy n—o. (2.36)

Oznacza to, Ze jest ona estymatorem nieobcigzonym.
Estymatg odchylenia standardowego &, (odchylenie standardowe eksperymentalne)

oblicza si¢ ze wzoru

. :\/(x1 24 (-0 et (3, —2)2’ . 037

n-—1

gdy n—>w, 6, >o0,.

W kolejnych seriach pomiaréw z powodu oddzialtywan wielko$ci wptywajacych
otrzymuje si¢ rézne wartosci $rednich arytmetycznych, zatem $rednia arytmetyczna jest
réwniez zmienng losowa. W przypadku, gdy zmienna losowa x ma rozktad normalny,
srednia arytmetyczna x rowniez podlega rozkladowi normalnemu. Jest on bardziej
skupiony wokot wartosci oczekiwanej u (rys. 2.8).

p(x)

p(x)

Xo= H

Rys. 2.8. Krzywa rozktadu $redniej arytmetycznej serii pomiaréw (ciagla) na tle rozktadu
wynikow pojedynczych pomiardw, ilustruje korzy$¢ z przejsécia od pojedynczego pomiaru do serii
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Odchylenie standardowe o; rozkladu $redniej arytmetycznej jest powiazane z o;

zalezno$cia o5 = f . (2.38)

n

Poniewaz taka sama zalezno$¢ wiaze rowniez estymatory obu odchylen, na podstawie

(2.37) otrzymuje si¢ wzor na estymator odchylenia standardowego $redniej arytmetycznej
serii n pomiarow

. _ 6 =0 e+ (x, = X)° 239
=y \/ . (2.39)

Tak wigc, jezeli jako uzasadniony wynik pomiaru przyjmuje si¢ $rednig arytmetyczna
X wynikow serii n pomiardw, to niepewnos$¢ standardowa takiego wyniku

Ix (2.40)

Vn

uA:O-)?:

nalezy oblicza¢ ze wzoru (2.39).

Obliczana w ten sposob niepewnos¢ jest nazywana niepewnosciq standardowq typu A i
oznaczana u4. Niepewnos¢ standardowa u,, bywa czgsto jedyna sktadowa niepewnosci i na
jej podstawie oblicza si¢ niepewnos$¢ rozszerzona. Powstaje pytanie jaka powinna by¢
licznoé¢ serii pomiaréw i jak oblicza¢ wspolczynnik rozszerzenia przy postulowanym
poziomie ufno$ci.

Jak wynika z (2.38), wspotczynnik poprawy niepewnosci standardowej w nastgpstwie
przejscia od pojedynczego pomiaru do serii » pomiardw wynosi 1/ x/; . Na rys. 2.9
pokazano wykres tego wspotczynnika w funkcji 7.

1
0.9
0.8
0.7
1 06/
Jn 05
0.4
0.3
0.2
0.1

00 5 10 15 20 25 30 35 45 50
n

Rys.2.9. Wykres przebiegu wspotczynnika 1/ \/; w funkcji n.

Jak wida¢ z rysunku, wspdtczynnik poprawy maleje szybko na poczatku uktadu
wspotrzednych (dla n =4 zmniejsza si¢ 2-krotnie), a dla » duzych maleje powoli. Stad
nadmierne zwigkszanie liczby pomiardw w serii nie jest uzasadnione. Liczba ta jednak
powinna by¢ na tyle duza, aby zapewnié, zeestymaty X i 63 sa wiarygodnymi

oszacowaniami warto$ci prawdziwej xo =u oraz niepewno$ci standardowej uy = o;.
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Uzasadniona liczba pomiarow w serii zalezy — jak to wykazemy — od wymaganego
poziomu ufno$ci niepewnos$ci rozszerzone;j.

W celu wyznaczenia relacji migdzy poziomem ufnosci p,, i wspolczynnikiem rozszerzenia
k., dla rozwaznej sytuacji, nalezy siggna¢ do zmiennej losowej unormowanej z (2.28)

z=27H (2.41)

Ox

W przypadku, gdy odchylenie standardowe oy nie jest znane a’priori i zastgpuje si¢ je
estymata obliczong z proby &, wtedy (2.41) przeksztatca si¢ w iloraz dwoch zmiennych
losowych (dla odréznienia oznaczany f)

=24, (2.42)

Zmienna losowa ¢ jest opisana rozktadem t-Studenta” o v =n — 1 stopniach swobody
(v>1). Funkcja gestosci prawdopodobienstwa tego rozktadu ma postaé

r v+1 - vl

2 t 2

plev)=——" | 1+— , (2.43)
v

v sz(j
2

gdzie: F() - funkcja gamma.

Warto$¢ oczekiwana zmiennej ¢ jest réwna zero. Reprezentacja graficzna rozktadu
t-Studenta (rys. 2.10) jest rodzina krzywych o ksztattach dzwonowych i szerokosci zaleznej
od stopni swobody v; = 1, 2, 3, ... . Najbardziej ptaska jest krzywa rozktadu dla pierwszego
stopnia swobody v = 1. Ze wzrostem v rozmycie krzywych zmniejsza si¢, a przy v — o

rozktad t-Studenta zmierza do unormowanego rozktadu normalnego N (0,1). Zatem ten
ostatni jest rozktadem granicznym rozktadu t-Studenta.

0.4
0.35
03 |
0.25¢ v=100
pitY) o, :;0
0.15} v=2
01 t
0.05
0

5 4 3 21 0 1 2 3 4 5
t

Rys. 2.10. Krzywe rozktadu t-Studenta o réznych stopniach swobody

* Pseudonim matematyka angielskiego Gosseta, ktory swoje prace publikowal pod pseudonimem
Student
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Zaleznos¢ migdzy poziomem ufnosci p, i wspolczynnikiem rozszerzenia k, wyznacza
si¢ z catki btedu

k,

a

P, = j pev)dr dia v=123,.. (2.44)
—k

ktora jest stablicowana dla r6znych warto$ci v. Wybrane dane zestawiono w tablicy 2.1
Tablica 2.1

Wspdtczynniki rozszerzenia k, obliczone z rozktadu t-Studenta
dla wybranych poziomoéw ufnosci p,, i roznych stopni swobody v;

N Pal 0,70 0,90 0,95 0,99
1. 1,96 6,31 12,71 63,66
2. 1,88 2,92 4,30 9,92
3. 1,85 2,35 3,18 5,84
4. 1,19 2,13 2,78 4,60
5. 1,15 2,02 2,57 4,03
6. 1,13 1,94 2,45 3,71
7. 1,11 1,89 2,36 3,50
8. 1,10 1,86 2,31 3,36
9. 1,10 1,83 2,26 3,25
0 1,03 1,64 1,96 2,57

Tablica 2.1 pozwala wysnu¢ wnioski co do racjonalnego wyboru liczby pomiaréw w
serii. Jak wida¢ z porownania danych z tablicy 2.1 oraz tablicy narys. 2.7, dlav=n—1=c
wspotczynniki rozszerzenia k, obliczone z rozkladu t-Studenta i rozktadu normalnego
pokrywaja si¢. Natomiast roznice sg znaczne dla krotkich serii pomiarow, najwigksze dla
serii 2 pomiarow. Sa one tym wigksze im wigkszy jest postulowany poziom ufnosci.
Przyczyna tych roznic jest duza niepewno$¢ (mata doktadno$é¢) wyznaczenia estymaty
odchylenia standardowego &+ z malo licznej proby.

Dla niezbyt duzych pozioméw ufnosci p, < 70% réznice migdzy danymi obliczonymi z
obu rozktadéw sa istotne tylko dla krotkich serii pomiaréw n < 5, natomiast staja si¢ mato
istotne na serii dtuzszych (n > 5). Stad wniosek, ze dla serii n < 5 wspolczynnik rozszerzenia
nalezy oblicza¢ z rozktadu t-Studenta, natomiast dla » >5 mozna oblicza¢ z rozkladu
normalnego.

Przy duzych poziomach ufnosci (p, = 95%) réznice migdzy danymi obliczonymi z
rozktadéw normalnego i t-Studenta sa znaczne nawet przy duzej liczno$ci proby, powyzej
10 pomiardéw. Stad wniosek, ze przy duzym postulowanym poziomie ufnosci p, (np. 99%),
nalezy wybiera¢ duze proby (np. n > 10).

Przyktad

Dokonano serii 5 pomiaréw rezystancji metoda mostkowa. Otrzymano nastgpujace
wyniki: 53,2; 53,6; 53,1; 54,9; 53,7 Q3. Obliczy¢ niepewnos¢ standardows u,, wspotczynnik
rozszerzenia k, i niepewnos¢ rozszerzona U, dla poziomu ufnosci p, = 95%.

Srednia arytmetyczna serii pomiarow

15



53,2+53,6 + 53,1+ 54,9+ 53,7
5

)_C:

=53,7Q. (2.45)

Estymata odchylenia standardowego pojedynczego pomiaru

~ 1 : _ > 1 2 2 P 2
G =3 /Z(x,- 53,7) _2J(0,5) +(0,17 +(0,6)° +(1,2)° =0,72.  (2.46)

Estymata odchylenia standardowego $redniej arytmetycznej

. O

x 0724300, (2.47)

CET

Wspotczynnik rozszerzenia k, wyznaczamy z tablic t-Studenta dla p, = 95%, v = 5-1=4.
Jego wartos¢ jest rowna 2,77.

Zatem otrzymaliSmy: niepewno$¢ standardowa u, = 0,320, wspotczynnik rozszerzenia
ky,= 2,77 1 niepewnos¢ rozszerzona U, = k, uy = 0,9Q.

Zaleca si¢ wynik pomiaru zapisa¢ i skomentowac nastgpujaco:

Xo=53,7Q % 0,9Q przy poziomie ufnosci 95%,

ze wspotczynnikiem rozszerzenia k, = 2,77 obliczonym z rozktadu t-Studenta o liczbie
stopni swobody v=4.
W przypadku wykorzystania do obliczen rozktadu normalnego przy p, = 95%
otrzymuje si¢: wspotczynnik rozszerzenia k, = 1,96 i niepewno$¢ rozszerzona U = 0,64Q.
Wynik mozna zapisac:

Xo=53,7Q £ 0,64Q przy poziomie ufnosci 95%,

ze wspotczynnikiem rozszerzenia k, = 1,96 obliczonym z rozktadu normalnego.

Jak wida¢ z porownania zapisOw obu wynikow, obliczenia na podstawie rozktadu
normalnego daja mniejsza niepewnos¢, czyli zawyzaja dokladno$¢ pomiaru. W tym
przypadku rozktad normalny nie powinien by¢ stosowany do obliczen. Jednak moze by¢
stosowany przy dhuzszych seriach pomiarow lub mniejszych poziomach ufnosci.

2.6. Obliczanie niepewno$ci metoda typu B

Metoda typu B, wg ,,Guide’a” dotyczy obliczania niepewnosci sposobami innymi niz
analiza serii obserwacji i zalecana jest do analizy i szacowania bledéw instrumentalnych
(aparaturowych). Powtarzanie obserwacji nie ujawnia tych btedow. Niepewno$¢ standardowa
up bledow tego typu okre$la si¢ na drodze analizy opartej na wszystkich mozliwych
informacjach (poprzednie pomiary, dane instrumentéw, wyniki wzorcowania itp.).

Bledy instrumentalne sa blgdami systematycznymi o nieznanej warto$ci (ich czgsci
znane uwzglegdnia si¢ w poprawkach). Kazdy z tych nieznanych bledéw instrumentalnych
(nazywanych niekiedy bledami typu B) jest konkretna realizacja biedu konkretnego
egzemplarza przyrzadu danego typu (np. wzorca), jest wiec zmienng losowa w zbiorze
przyrzaddéw tego typu i w tym zbiorze ma okre§lony rozktad prawdopodobienstwa, czgsto
znany a’priori. Jezeli nie jest on dobrze znany przyjmuje sig, ze jest to rozktad
rOwnomierny (jednostajny) ograniczony bfedami granicznymi * A, (rys. 2.11).
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p (Ax)

-Ag [} Ag AX

Rys. 2.11. Rozktad réwnomierny modelujacy btedy instrumentalne jako zmienna losowa w zbiorze
przyrzadow danego typu, dla przypadku, gdy rozktad jest symetryczny o wartosci oczekiwanej
réwnej zero

Przy takich zalozeniach niepewno$¢ standardowa typu B bedzie réwna odchyleniu
standardowemu rozktadu jednostajnego:

Ag
Up =0y =—. (2.48)

75

Wspodlczynnik rozszerzenia w tym przypadku jest opisany zmienng losowa
unormowang rozktadu jednostajnego. Z catki btedu dla takiego rozktadu mozna wyznaczy¢
prosta zaleznos¢ migdzy wspolczynnikiem rozszerzenia i odpowiednim poziomem ufnosci

ky =\3p,,. (2.49)

Niepewno$¢ rozszerzona typu B jest rowna

Ug=kyug= Lk A przy postulowanym p,.  (2.50)

V3

W szczegblnym przypadku, gdy dominuje btad typu B o 1 sktadniku, ocenia si¢ zwykle
warto$¢ graniczna niepewnosci rozszerzonej dla poziomu ufnosci p, = 1 (100%)

A
Up =k =J§paT§=Ag, dla p,=100%, (2.51)

ktéra jest rowna warto$ci bledu granicznego A,.

W ogdlnym przypadku zaleca si¢ operowac standardowa niepewnos$cia up. Jest ona
bardzo czgsto obliczana na podstawie specyfikacji producentdw aparatury, danych
wzorcowania lub $wiadectwa certyfikacji. Typowy sposob obliczen uz na podstawie
dokumentacji wzorca zilustrujemy przyktadem.

Przyktad

Swiadectwo certyfikacji stwierdza, ze rezystancja R, wzorca rezystancji o wartosci
nominalnej 10QQ wynosi (10000742 £+ 129) uQQ w temperaturze 23°C i ze podana
niepewnos¢ 129uQ okresla przedzial o poziomie ufnosci 99% obliczony z rozkladu
normalnego. Jaka jest niepewno$¢ standardowa tego wzorca? Z tablic funkcji p,= @ (k,)
stwierdzamy, ze poziomowi ufnosci 99% odpowiada wspotczynnik rozszerzenia k, = 2,58.
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Zatem niepewnos$¢ standardowa ug, = 129uQ / 2,58 = 50uQ, za§ wzgledna niepewnosé
standardowa ug/R, = 5,0x10°°.

2.7. Okreslanie zlozonej niepewnosci standardowej
Pomiary bezposrednie

Dla wielko$ci mierzonej bezposrednio, kiedy uwzglednia si¢ niepewnos$¢ standardowa
typu A i typu B zlozona niepewnosé standardowa u. jest pierwiastkiem sumy kwadratow

tych niepewnosci
U, = 1,14,24 +u§ . (2.52)

Niepewno$¢ rozszerzona jest iloczynem wspotczynnika rozszerzenia i zlozonej
niepewnosci standardowe;j

U=kyu,. (2.53)

Wspotczynnik rozszerzenia dla zadanego poziomu ufnosci p, powinien by¢ obliczany
na podstawie rozkladu standaryzowanej zmiennej losowej o rozktadzie bedacym splotem
rozktadu normalnego i rozktadu jednostajnego, kiedy proba jest liczna lub rozkladu
t-Studenta i jednostajnego, kiedy proba jest matoliczna.

Pomiary posrednie

W wigkszos$ci przypadkow wielkos¢ poszukiwana y nie jest mierzona bezposrednio,
lecz wyznaczana na podstawie pomiaré6w innych wielkos$ci x; zwiazanych z nia okreslona
zalezno$cia funkcyjna

y:f(xl,xz,...,xn), (2.54)

nazywana rownaniem pomiaru.
Na przyktad, moc pradu lub rezystancj¢ wyznacza si¢ niekiedy na podstawie pomiaréw
pradu i napigcia, korzystajac z odpowiednich wzorow. Wielkosci x;, x,, ..., X, nazywane sa
wielkosciami wejsciowymi, a y wielkosciq wyjsciowq.

Aby wyznaczy¢ zmiang Ay funkcji (2.54) spowodowang zmianami jej argumentow o
Ax, Ax,, ..., Ax, nalezy obliczy¢ jej roznicg w punktach x; + Ax; orazx;, i=1, 2, ..., n.

Ay = f(xl + Axy, Xy +Axy, .0 X, +Axn)—f(x1,x2,...,xn). (2.55)

Rozwijajac pierwszy czynnik wyrazenia (2.55) w szereg Taylora oraz zachowujac w
nim tylko wyrazy pierwszego rz¢du otrzymuje si¢ taka jego postaé

AyziAxl +im2+...+imn, (2.56)
ox, 0x, ox,,

ktora odwzorowuje réwnanie pomiaru w dziedzinie bledow i nazywana jest czasami
rownaniem bledow.
Pochodne czastkowe

——=c,, i=L2,..,n, (2.57)
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nazywane sa wspotczynnikami wrazliwosci, za$ cale wyrazenie nazywa si¢ rozmiczkq
zupetngq.

Nalezy wyraznie podkresli¢, iz rézniczka zupelna wiernie opisuje przyrost funkcji
liniowej, natomiast w przyblizeniu reprezentuje (aproksymuje) przyrost funkcji nieliniowe;.
Przyblizenie to jest tym lepsze im mniejsze sa przyrosty Ax;.

Najtatwiej mozna to zilustrowaé graficznie na przyktadzie funkcji jednej zmiennej,
pokazanej na rys. 2.11, dla ktorej (2.56) upraszcza si¢ do postaci

Ay :iAx. (2.58)
dx

Na rysunku zaznaczono rzeczywisty przyrost funkcji Ay 1 rozniczke zupelng
dy =df /dx Ax .

y=f(x)

dy=c%i AXx

Ay
/ X X+AX

Rys. 2.12. Tlustracja réznicy migdzy rdzniczka zupetna dy i rzeczywistym przyrostem funkcji Ay

Rézniczka zupelna (2.56) moze by¢ wykorzystywana do obliczen poprawki biedu
systematycznego wielkosci wyjéciowej na podstawie znanych co do wartosci i znaku
poprawek btedow wielkosci wejsciowych.

Prawo propagacji niepewnosci
Na podstawie rézniczki zupelnej formulowane jest prawo propagacji niepewnosci w

postaci

(2.59)

gdzie u,; — niepewnosci standardowe pomiaru wielkosci wejsciowych obliczone metoda
typu A lub typu B

Ztozona niepewno$¢ standardowa u,, jest estymata odchylenia standardowego &y i

charakteryzuje rozrzut wartosci, ktore mozna w uzasadniony sposob przypisaé¢ wielkoSci
mierzonej y.

Prawo propagacji niepewno$ci w postaci (2.59) jest stuszne jezeli zmienne wejsciowe
sa nieskorelowane, co w praktyce pomiarowej ma najczeéciej miejsce. Gdy niektore z
wielkosci wejsciowych sa skorelowane, nalezy korzystaé z bardziej ztozonych wzoréw
zamieszczonych w ,,Guide”.

Wynik koncowy pomiaru wielkosci Y oblicza si¢ z funkcji (2.54), przyjmujac $rednie
arytmetyczne wielko$ci bezposrednio mierzonych

y=f(%,%,,...%,). (2.60)
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Warto zaznaczyé¢, iz wielko§ciami wej§ciowymi x; w réwnaniu pomiaru (2.54) oraz
wynikajacych z niego réwnaniach (2.56) i (2.59), moga by¢ nie tylko wielko$ci mierzone
bezposrednio, lecz takze wielkoSci wplywajace, ktorych niepewnos$ci znane sa z literatury,
norm lub dokumentacji aparatury. Zilustrujemy to na przyktadzie.

Przyktad

Jedna z posrednich metod pomiaru mocy rozpraszanej przez opornik w temperaturze ¢,
ktory ma rezystancje zalezna od temperatury o wartosci Ry w okre$lonej temperaturze ¢, i
liniowy wspolczynnik temperaturowy rezystancji @, polega na bezposrednim pomiarze
napigcia ¥ na zaciskach opornika oraz temperatury otoczenia ¢ i wyznaczeniu wartoSci
mocy P ze wzoru

VZ

PSR o))

(2.61)

Ztozona niepewnos¢ standardowa wyniku pomiaru mocy tg metoda moze by¢ wyrazona
nastepujaco

Uep = \/(CluV )2 + (CZMR(J )Z +(csu, )2 +(cqu, )2 , (2.62)

gdzie
)
¢ :%: 2V I Ryl +alt—1,)]

e =Ly i+ ale-1)]
0 (2.63)

G :%:_Vz(t_to)/Ro[lJra(t_tO)]z

cy =g:—Vzaz/RO[l+oz(t—t0)]2
ot
Niepewnosci standardowe pomiaréw wielkosci mierzonych bezposrednio, napigcia V' i
temperatury ¢, sa wyznaczane jako estymaty odchylen standardowych S$rednich
arytmetycznych obu tych wielkos$ci. Wielkosci Ry i a sa wielko$ciami wplywajacymi,
ktorych wartosci i niepewnosci standardowe sg wyznaczane z danych rezystora R, i tablic
fizycznych metoda typu B.

2.8. Wyznaczanie niepewnosci rozszerzonej w pomiarach posrednich
W pomiarach posrednich niepewno$¢ rozszerzona oblicza sig jako iloczyn wspotczynnika

rozszerzenia k, i niepewnosci standardowej ztozonej u,,, obliczanej z (2.59)

U, =k,u (2.64)

y atey >

a wynik pomiaru zapisuje si¢

<
I

<
I+
<

na poziomie ufnosci p,.  (2.65)
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Spotyka si¢ tez zapis bardziej zwigzly
y=yxU,, (2.66)

w ktorym dolny indeks oznaczenia U, informuje o poziomie ufnosci (w procentach), np. Us.

Sciste obliczanie wspotczynnika rozszerzenia dla postulowanego poziomu ufnosci jest
w przypadku pomiaréw posrednich zagadnieniem trudnym, poniewaz wymaga znajomosci
funkcji rozktadu ggstosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej modelujacej wynik
pomiaru y . Jest ona splotem rozktadéw sktadowych zmiennych losowych modelujacych

wielkosci wej$ciowe. Obliczanie splotdéw jest trudne za wyjatkiem przypadkéw
szczegolnych, do ktorych nalezy splot dowolnej liczby rozktadéw normalnych. Jest on
rozkladem normalnym o latwych do obliczenia parametrach (yy =My My, et U ),

(02=02 +02 +..402 ).
Z tego wzgledu w praktyce stosuje si¢ przyblizone metody wyznaczania wspotczynnika

rozszerzenia.
Przyblizone metody wyznaczania niepewnosci rozszerzonej
Przedstawimy tu kilka najszerzej znanych i stosowanych metod przyblizonych.

Metoda I - narzuconych wartosci wspolczynnika rozszerzenia: k, = 2 dla p = 95% i
k,=3 dla p, = 99%. Metodg t¢ zaleca ,,Guide” dla sytuacji pomiarowych, w ktorych
zmienne losowe modelujace bledy wnoszone przez wielkosci wejSciowe maja rozktady
normalne lub zblizone do normalnego lub tez, gdy przy innych rozktadach serie pomiaréw
sa liczne (n > 10). Metoda zaktada, iz wystarczajaca jest przyblizona znajomo$¢ poziomu
ufnosci (co w praktyce czgsto ma miejsce), stad wartosci p,, sg zaokraglone w dot.

Metoda II — sumy geometrycznej, polega na obliczaniu niepewnosci rozszerzonej U; dla
kazdej wielko$ci wejsciowej (dla kazdej sktadowej bledu) osobno i obliczaniu niepewnosci
rozszerzonej wielkosci wyjSciowej U, jako pierwiastka sumy kwadratow sktadowych
niepewnosci

U, = U2 +U2 +..4U2 . (2.67)

Wspotczynniki rozszerzenia niepewnos$ci sktadowych nalezy oblicza¢ dla tego samego
poziomu ufnosci.

Metoda III — sumy zwykiej (algebraicznej)
Sumowanie w dziedzinie niepewnosci

U=U,+Up b U, =U, +U, +..+U, . (2.68)

W dziedzinie bledow stosuje si¢ sumowanie wartoSci bezwzglednych bledow
sktadowych

Ay = |e)Ax) |+ |e,Ax, |+ ..+ e, Ax, | (2.69)

Metoda zaktada najgorszy przypadek sumowania si¢ bledow, tzn. taka sytuacje, w
ktorej wszystkie bledy sktadowe maja warto§ci maksymalne i jednakowe znaki. Jest to
mato prawdopodobne, co oznacza, iz metoda zawyza niepewnos¢ pomiaru, jest najbardziej
pesymistyczna.
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Jest ona stosowana w pomiarach warsztatowych, z powodu latwosci obliczen, a takze w
szczegblnych sytuacjach lub przypadkach, np. wyznaczaniu tolerancji, w wymiarowaniu
detali maszyn wymagajacych zachowania okreslonych luzow itp.

Metoda 1V — dominujqcego skltadnika, zalecana dla przypadkow, gdy dominuje jedna ze
sktadowych niepewnosci typu A lub B.
Jezeli uy > ugto ky = ko, jezeli up > uy to ky=kyp

U=k,u, (2.70)

Metoda V — efektywnych stopni swobody, jest zalecana przez ,,Guide” dla serii
niejednakowo licznych, w sytuacji gdy poziomy ufno$ci musza by¢ znane z duza
wiarygodno$cia. Zaklada ona, ze jezeli zlozona niepewno$¢ standardowa jest sktadana z
dwoch lub wigcej czynnikow, na podstawie prob o niejednakowej licznosci (o
niejednakowych stopniach swobody v;) i nieznanych odchyleniach standardowych o, , to
nieznany rozklad modelujacy taczny btad pomiaru Ay moze by¢ przyblizony rozktadem

t-Studenta dla liczby efektywnych stopni swobody 1,4 ktéra mozna wyznaczy¢ z ogdlnej
formuty Welcha-Satterthwaite’a

_ ol
Ve = yamral (2.71)
Z[@y] A
=\ ox; v
gdzie:
U, - zlozona niepewnos¢ standardowa wielkosci wyjsciowej,
u, - niepewnosci standardowe wielkosci wejsciowych,i=1,2, ... N.
v; - liczby stopni swobody dla serii pomiarowej wielko$ci wejsciowej x;.

Dla ulatwienia wyboru podejscia i metody odpowiedniej dla danej sytuacji pomiarowe;j,
zwigzta charakterystyke omowionych metod przedstawiono w postaci tablicowe;.

Zestawienie metod przyblionych
Tablica 2.2

Najbardziej znane przyblizone metody wyznaczania niepewnosci rozszerzonej

Metoda Niepewnosé Wspétczynnik
przyblizona rozszerzona U rozszerzenia k
I. narzuconych
wartosci b - 2 dla p, =95%
wspdiczynnika U= Kale “ 3 dla p, =99%

rozszerzenia

1. sumy U=Uj+Uj ko, Okresla sig dla tych
geometrycznej U, :\/Ufl +UL +..4+U2 samych p,.
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Poziom ufnosci nie jest

1. sumy zwyklej Uy =U, +U,, +..+U, podawany. Sumowanie
(arytmetycznej) | Ay =|c,Ax|+|cyAxy|+...+|c,Ax,| | charakteryzuje sig
opisowo
inui k, dauwu,>u
V. domlnqjqcego U=k,u, k, = ad 4 Up
sktadnika kg dla u, <ug
p, = olk, )wyznacza
V. efektywnych stopni U=k.u sie z rozktadu
swobody are t-Studenta o vux

stopniach swobody

Propagacja niepewnosci wzglednych

Dotychczasowe rozwazania dotyczyly glownie niepewnosci i1 bledow bezwzglednych.
W praktyce pomiarowej czgsto wygodnie jest postugiwac si¢ niepewnoscia wzgledna, ktora
niekiedy daje pelniejsza charakterystyke doktadnosci pomiaru. Na przyktad pomiar
napigcia 200 V z niepewnoscia standardowa 1 V mozna uzna¢ za dos¢ doktadny, natomiast
pomiar napigcia 5 V z ta sama niepewnos$cia standardowa jest mato doktadny.

Wzory na sumowanie (propagacje) niepewnosci wzglednych latwo wyprowadzi¢ z
rozniczki zupelnej (2.56) lub prawa propagacji niepewnosci (2.59). Mozna je niekiedy
przedstawi¢ explicite w postaci prostszej od przypadku niepewnosci lub bledow
bezwzglednych.

Pokazemy to na kilku przyktadach.

Przykilad potegowej funkcji y = f(x) jednej zmiennej

y=x" 2.72)
Ze wzoru (2.58) tatwo otrzymac
u
5, ==k —ks, . (2.73)
=5 TR \

Oznacza to, ze niepewno$¢ wzgledna wielko$ci wyjsciowej y mierzonej posrednio jest k
razy wigksza od niepewno$ci wielkosci wejsciowej mierzonej bezposrednio. Przyktadem

pomiaru tego rodzaju jest pomiar mocy na podstawie pomiaru napigcia stalego na znanej
2

rezystancji R i wyznaczanie mocy ze wzoru P = —.

R
Przykitad funkcji postaci
xl 'x2 ‘...'xn
= 2.74
Zy"Zy et Zy, ( )

Dla takiej funkcji z rézniczki zupelnej (2.56) otrzymuje si¢ wzor na sumowanie btedow
wzglednych metoda sumy algebraicznej w postaci

:&:|Ax1|+|Ax2|+._.+|Axn

'"|. (2.75)
RERNES | x,

o

y
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Natomiast z zalezno$ci (2.58) otrzymuje si¢ taki wzor na propagacje niepewnosci
wzglednych
u, U, U, U .U, U
Sy =—r=—Tb4— 4 4T A4 By g Im (2.76)
Yoo X X, I I Zy

4

Przyktad obliczania tolerancji

W celu zilustrowania przydatno$ci metody III do obliczen tolerancji rozpatrzymy
przyktad obliczania tolerancji rezystancji wypadkowej otrzymanej z szeregowego i
réwnoleglego potaczenia 2 opornikow o rdéznych tolerancjach.

Dwa oporniki R; = 100Q2 + 5% i R, = 400Q2 + 1%, polaczono raz szeregowo, raz
réwnolegle. Obliczy¢ wartosci 1 tolerancje rezystancji wypadkowych otrzymanych w obu
wymienionych potaczeniach.

Tolerancja rezystancji moze by¢ wyrazona wzgledna niepewnoscia graniczng lub
wzglednym blgdem granicznym. Do jej obliczen mozna wykorzysta¢ wzor (2.71)

Ay:|cle1|+|02Ax2|+...+|anxn| ,
ktory dla wzglednych btgdéw granicznych przyjmuje postacie (2.77) i (2.78), zaleznie od
sposobu potaczen.

1. Polgczenie szeregowe

R, =R+ R,=100Q + 400Q = 500Q.
Wspotczynnik czutosci:

OR, OR,
Cl = — = 1, Cz = — = 1
AR
S SO S et
= MHRA|&+&||1+& &

Podstawiajac wartos$ci rezystancji i tolerancje opornikdw R, i R, otrzymujemy:

Og, =18%; R, =500Q2%1,8% .

2. Polqgczenie rownolegle
RR
, 2_—80Q2.
R1 +R,
Wspolczynniki czuto$ci w tym przypadku wynosza odpowiednio:
R, R3; R}
c = = , Cy =—— 5
Ry (R +R,) (R, +R,)?
stad:
AR, R R
O =—= :| 2 Sp, | 1 ®, (2.78)

" R |R+R, |R, +R,
Po podstawieniu danych otrzymujemy:

Or =4.2%; R, =80Q00£4,2% .
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2.9 Niektore terminy i pojecia statystyczne

Zrbznicowany stopien opanowania rachunku prawdopodobienstwa w szkole $redniej
oraz fakt, iz rownolegle wykladany przedmiot ,,Metody probabilistyczne” jest jeszcze
niewiele zaawansowany, sktaniaja do zdefiniowania lub przypomnienia niektorych pojec
statystycznych. Celowym wydaje si¢ metrologiczne podejscie i interpretacja tych poje¢ na
przyktadzie serii wielokrotnie powtarzanych pomiaréw (lub obserwacji) i uporzadkowanie
ich wynikéw na podstawie przynaleznosci do jednakowych przedzialow Ax; w postaci
histogramu.

Czestosé

Liczba przypadkow zaj$cia zdarzenia losowego lub liczba obserwacji nalezacych do
okreslone;j klasy.
W przypadku serii » pomiarow, w ktorej zakres rozproszenia wynikow podzielono na
przedziaty o szeroko$ci Ax; czgsto$¢ wyraza si¢ ilorazem
pa
gdzie n;— liczba wynikow nalezacych do przedziatu Ax;.

Czestos¢ wigledna

Jest to czestos¢ znormalizowana wzgledem szerokosci przedziatu przynaleznosci Ax;

nAx;

1
Histogram

Rozktad czgstosci lub czgstosci wzgledne;.

Na rysunku 2 pokazany jest przyktad histogramu czgstosci wzglednej dla zbiorowosci
(serii) n = 10 000 pomiarow i 25 przedzialdow przynaleznosci o jednakowej szerokos$ci
Ax; = 0,302. Czgstos¢ wzgledna wynikow nalezacych do okreslonego przedziatu jest rowna
wysokosci za$ czesto$€ jest rowna powierzchni stupka rozpigtego na tym przedziale.
Wynika stad, iz pole histogramu jest rowne jednosci, co tatwo wykazaé
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p—cTb_F 5 F ]

H=Xo

Rys. 1.13. Histogram dla zbiorowosci n = 10 000 pomiardéw i 25 przedzialow przynaleznosci
Ax;=0,3019

Jezeli licznos$¢ zbiorowosci pomiarow 7 rosnie, a szerokos¢ przedziatdw przynaleznosci
Ax; maleje histogram staje si¢ coraz bardziej wieloschodkowy (rys.2.13), a jego obwiednia
wygladza si¢ i w granicy, przy n — o i Ax; — 0 przechodzi w krzywa ciagla.

0.45 T

0.4 250 przedziatow -

n =1000 000

H=Xo

Rys. 2.14 Histogram dla zbiorowosci n = 1 000 000 pomiaréw i 250 przedziatéw przynaleznosci
Axi = 0,036

Zmienna losowa

Zmienna, ktéra moze przyjmowac odosobnione lub dowolne wartosci z okreslonego
zbioru i z ktora zwiazany jest rozktad prawdopodobienstwa. Zmienna losowa, ktéra moze
przyjmowa¢ jedynie odosobnione wartosci nazywana jest dyskretnq, za$ ta, ktora moze
przyjmowa¢ dowolne wartosci ze skonczonego lub nieskonczonego przedzialu nazywana
jest zmienna losowa ciqglq.
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Dystrybuanta

Funkcja okreslajaca dla kazdej warto$ci x prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa x
przyjmuje warto$¢ mniejsza lub rowna x

F (x) = PQ < x)
Na rysunku 2.15 pokazana jest przyktadowa dystrybuanta

1

F(x) 1

4.7

a5

1.25 —

Rys. 2.15. Przyktadowa dystrybuanta zmiennej losowej ciagtej

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa

Dla zmiennej losowej ciaglej jest pochodna dystrybuanty

plx)= dl;—)(f)

Na rys.2.16 pokazana jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa (nazywana tez krotko
gestosceia prawdopodobienstwa) zmiennej losowej o dystrybuancie z rys.2.15

7

a3

4

a1 7

ﬂ T T T T T T T T T
X1 X2 Xo X

Rys. 2.16. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa odpowiadajaca dystrybuancie z rys. 2.15
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Prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienna losowa x wartosci z przedziatu (x;, x;)
wyraza si¢ jako calka z gestosci prawdopodobienstwa tej zmiennej w tym przedziale

Pl <5< x)= [ ek = Fle) - i)

Rl

Jest ono réwne polu pod krzywa rozpigta na tym przedziale lub roznicy wartosci
dystrybuanty w punktach x, i x;.

Funkcja gegstosci prawdopodobienstwa moze by¢ interpretowana funkcja graniczna
obwiedni histogramu w warunkach, gdy liczno$¢ zbiorowosci dazy do oo a szerokos¢
przedziatlu przynaleznos$ci dazy do zera, tzn.:
gdy n— o, Ax;—0,
wtedy tez

E—)P(x<x<x+dx) oraz o —>p(x)
n = nAx;

Zatem prawdopodobienstwo 1 ggstos¢ prawdopodobienstwa moga by¢ interpretowane jako
warto$ci graniczne odpowiednio czgstosci i czgstosci wzgledne;.
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2.10 Wykaz oznaczen:

A
Oox;

Ag

Ax, &

O,

O

E(x)

kg,

ki

wspoélezynnik wrazliwosci, pochodna czastkowa

btad graniczny pomiaru

btad pomiaru wielkosci (bezwzgledny)

wzgledna niepewno$¢ wyniku pomiaru wielko$ci x
wzgledny btad pomiaru wielkosci x

warto$¢ Srednia zmiennej losowej x

wspolczynnik rozszerzenia

klasa przyrzadu

wartos$¢ oczekiwana

estymata warto$ci oczekiwanej, warto$¢ oczekiwana z proby

rozktad normalny o parametrach (y, o)

unormowany rozktad normalny

liczba stopni swobody rozktadu t-Studenta

efektywna liczba stopni swobody

poziom ufnosci wyrazany ulamkiem lub w procentach

funkcja bledu

poprawka wyniku pomiaru wielkosci x

odchylenie standardowe zmiennej losowej x

wariancja zmiennej losowej x

estymata odchylenia standardowego, odchylenie standardowe z proby

niepewnos¢ standardowa

niepewnosc¢ standardowa typu A (obliczana metodg A)

niepewnos¢ standardowa typu B (obliczana metoda B)

ztozona niepewno$¢ standardowa

niepewnos¢ standardowa wyniku pomiaru odpowiednio wielkosci x 1y
niepewnosc¢ rozszerzona

niepewnos¢ rozszerzona wyniku pomiaru odpowiednio wielosci x i y
wspotczynnik poprawkowy

zmienna losowa

wynik pomiaru wielkosci, wielko$¢ mierzona

$rednia arytmetyczna serii pomiaréw odpowiednio wielkosci x i1y
wartos$¢ zakresowa

wielko$¢ prawdziwa wielko$ci mierzonej

zmienne losowe unormowane (standaryzowane)
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